
Κεϕάλαιο 1

Συναρτήσεις πολλών µεταβλητών

`Ασκηση 2.3

Θέτοντας t = x2 − y2,
g(x2 − y2) = g(t)

οπότε
∂t

∂x
= 2x, ∂t

∂y
= −2y

∂g

∂x
= dg

dt

∂t

∂x
= dg

dt
2x

∂g

∂y
= dg

dt

∂t

∂y
= dg

dt
(−2y)

∂f

∂x
= ∂

∂x
( y

g(t)
) = − y

g2
∂g

∂x
= −y
g2

∂g

∂t
2x = −2xy

g2
dg
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∂f

∂y
= ∂

∂y
( y

g(t)
) =

g − y∂g
∂y

g2
= 1

g
− y

g2
∂g

∂y
= 1

g
− y

g2
dg

dt
(−2y) = 1

g
+ 2y2

g2
dg
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οπότε
1

x

∂f

∂x
+ 1

y

∂f

∂y
= 1

x
(−2xy

g2
dg

dt
) + 1

y
(1
g
+ 2y2

g2
dg

dt
)

= −2y
g2

dg

dt
+ 1

yg
+ 2y

g2
dg

dt

= 1

yg

= f

y2

1
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`Ασκηση 2.4

Θέτοντας t = y

x

∂t

∂x
= − y

x2
,

∂t

∂y
= 1

x
οπότε

∂g

∂x
= dg

dt

∂t

∂x
= dg

dt
(− y

x2
)

∂g

∂y
= dg

dt

∂t

∂y
= dg

dt

1

x

x
∂f

∂x
+ y∂f

∂y
= x

∂g

∂x
+ y∂g

∂y

= x
∂g

∂t
(− y

x2
) + y∂g

∂t

1

x

= −y
x

∂g

∂t
+ y

x

∂g

∂t

= 0
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`Ασκηση 2.6

Από τη σχέση (2.28) για δύο µεταβλητές ισχύει

∇⃗2f(x, y) = ∂2f

∂x2
+ ∂2f

∂y2
(i)

∂f

∂x
= ex

ex + ey

∂2f

∂x2
= ∂

∂x
( ex

ex + ey
)

= ex(ex + ey) − e2x

(ex + ey)2

= e2x + ex+y − e2x

(ex + ey)2

= ex+y

(ex + ey)2

∂f

∂y
= ey

ex + ey

∂2f

∂y2
= ∂

∂y
( ey

ex + ey
) = ey(ex + ey) − e2y

(ex + ey)2
= ex+y + e2y − e2y

(ex + ey)2

= ex+y

(ex + ey)2

οπότε η (i) δίνει

∇⃗2f(x, y) = ∂2f

∂x2
+ ∂2f

∂y2
= ex+y

(ex + ey)2
+ ex+y

(ex + ey)2
= 2ex+y

(ex + ey)2
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`Ασκηση 2.7

Λύση
α) Αντικαθιστώντας στο ανάπτυγµα Maclaurin της σχέσης (2.20) το x µε −x, προκύπτει

f(x, y) = y2

a + βx
= y2

a

1

1 + βx
a

= y2

a
[1 − βx

a
+ (βx

a
)
2

]

= 1

a
y2 − β

a2
xy2 + β2

a3
x2y2

(i)

ϐ) Από την (2.15) και την (i) προκύπτει ότι :

fx = 0 fy = 0 fxx = 0 fxy(0,0) = 0 fyy =
2

a

fxxx(0,0) = 0 fxxy(0,0) = 0 fxyy =
−2β
a2

fyyy = 0 fxxxx(0,0) = 0 fxxxy(0,0) = 0

fxxyy(0,0) =
4β2

a3
fxyyy = 0 fxyyy(0,0) = 0 fyyyy = 0 fyyyy(0,0) = 0
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`Ασκηση 2.8

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει

u = 3x − 2y + z
v

= ± 3x − 2y + z√
x2 + y2 + z2

οπότε

∂u

∂x
= ±

3
√
x2 + y2 + z2 − (3x − 2y + z) 2x

2
√
x2+y2+z2

x2 + y2 + z2

= ±3(x
2 + y2 + z2) − (3x2 − 2xy + xz)

(x2 + y2 + z2)
3
2

= ±3y
2 + 3z2 + 2xy − xz
(x2 + y2 + z2)

3
2

∂u

∂y
= ±

−2
√
x2 + y2 + z2 − (3x − 2y + z) 2y

2
√
x2+y2+z2

x2 + y2 + z2

= ±−2(x
2 + y2 + z2) − (3xy − 2y2 + yz)

(x2 + y2 + z2)
3
2

= ±−2x
2 − 2z2 − 3xy − yz
(x2 + y2 + z2)

3
2

∂u

∂z
= ±

√
x2 + y2 + z2 − (3x − 2y + z) 2z

2
√
x2+y2+z2

x2 + y2 + z2

= ±(x
2 + y2 + z2) − (3xz − 2yz + z2)

(x2 + y2 + z2)
3
2

= ±x
2 + y2 − 3xz + 2yz
(x2 + y2 + z2)

3
2

οπότε

x
∂u

∂x
+ y∂u

∂y
+ z ∂u

∂z
= ±x(3y2 + 3z2 + 2xy − xz) ± y(−2x2 − 2z2 − 3xy − yz) ± z(x2 + y2 − 3xz + 2yz)

(x2 + y2 + z2)
3
2

= ±3xy
2 + 3xz2 + 2x2y − x2z − 2x2y − 2yz2 − 3xy2 − y2z + x2z + y2z − 3xz2 + 2yz2

(x2 + y2 + z2)
3
2

= 0
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`Ασκηση 2.9

z = [1 + (−x2 − y2)]
1
2

Θέτοντας −x2 − y2 στη ϑέση του x στο ανάπτυγµα Maclaurin (2.22) για a = 1

2
και κρατώντας όρους µέχρι

και δεύτερου ϐαθµού ως προς x και y προκύπτει

z = [1 + (−x2 − y2)]
1
2 ≈ 1 + 1

2
(−x2 − y2) = 1 − 1

2
(x2 + y2)

οπότε κοντά στο σηµείο P (0,0,1) η επιϕάνεια αυτή προσεγγίζεται από τη ϐ΄ ϐάθµια επιϕάνεια

z = 1 − 1

2
(x2 + y2)
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`Ασκηση 2.10

α)
∂f

∂x
= ex

ex + ey

∂f

∂y
= ey

ex + ey

οπότε
∂f

∂x
+ ∂f

∂y
= ex

ex + ey
+ ey

ex + ey
= ex + ey

ex + ey
= 1.

ϐ)
∂2f

∂x2
= ∂

∂x
( ex

ex + ey
) = ex(ex + ey) − e2x

(ex + ey)2
= ex+y

(ex + ey)2

∂2f

∂y2
= ∂

∂y
( ey

ex + ey
) = ey(ex + ey) − e2y

(ex + ey)2
= ex+y

(ex + ey)2

∂2f

∂x∂y
= ∂

∂x
(∂f
∂f
) = ∂

∂x
( ey

ex + ey
) = − eyex

(ex + ey)2
= − ex+y

(ex + ey)2

οπότε

∂2f

∂x2
∂2f

∂y2
− ( ∂2f

∂x∂y
)
2

= ex+y

(ex + ey)2
ex+y

(ex + ey)2
− (− ex+y

(ex + ey)2
)
2

= [ ex+y

(ex + ey)2
]
2

− [ ex+y

(ex + ey)2
]
2

= 0
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`Ασκηση 2.48

Το τετράγωνο της απόστασης ενός σηµείου P (x, y, z) από το σηµείο Α είναι

f(x, y, z) = (x − 2)2 + (y − (−1))2 + z2,
οπότε (επειδή το P (x, y, z) είναι σηµείο της επιϕάνειας αυτής, οι συντεταγµένες τους x, y και z ικανο-
ποιούν την (i)) Ϲητούµε τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x, y, z) µε περιορισµό την
(i).
Στο Παράδειγµα 2.71 δείχνουµε ότι η f έχει πάνω στην επιϕάνεια (i) τοπικό µέγιστο στο σηµείο

P1 (−
2√
5
,
1√
5
,0)

και τοπικό ελάχιστο στο

P2 (
2√
5
,− 1√

5
,0) .

Επειδή η επιϕάνεια αυτή είναι κλειστό και φραγµένο σύνολο η f έχει σε αυτή µέγιστο και ελάχιστο (ϐλ.
Θεώρηµα 2.18), τα σηµεία της επιϕάνειας που απέχουν τη µέγιστη και την ελάχιστη απόσταση από το
σηµείο Α είναι αντίστοιχα τα P1 και P2.
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`Ασκηση 2.50

Λύση
Θεωρώντας τη συνάρτηση

f(x, y) =
√
x

3
√
y

ο αριθµός αυτός είναι
a = f(2500,8000) +∆f . (i)

όπου ∆f η αντίστοιχη µεταβολή της f .

Επειδή τα
∣∆x∣ = ∣2495 − 2500∣ = 5 και ∣∆y∣ = ∣8004 − 8000∣ = 4,

είναι µικρά (σε σχέση µε τα x0 = 2500, y0 = 8004), η ∆f προσεγίζεται από την τιµή του διαϕορικού της
για x0 = 2500 και y0 = 8000 (ϐλ. (2.9))

∆f = ∂f

∂x
∣
P
∆x + ∂f

∂y
∣
P

∆y. (ii)
Επειδή

f(x, y) =
√
x

3
√
y
= x

1
2 y−

1
3

οι µερικές της παράγωγοι είναι
∂f

∂x
= 1

2
x−

1
2 y−

1
3

∂f

∂y
= −1

3
x

1
2 y−

4
3

οπότε για το σηµείο P (2500,8000)
∂f

∂x
∣
P
= 1

2
2500−

1
2 8000−

1
3 = 1

2000
και

∂f

∂y
∣
P

= −1
3
2500

1
2 8000−

4
3 = − 50

3 ⋅ 204
΄Ετσι η (ii) δίνει

∆f = ∂f

∂x
∣
P
∆x + ∂f

∂y
∣
P

∆y = 1

2000
(−5) − 50

3 ⋅ 204
⋅ 4 = −0,0029

οπότε από την (i) προκύπτει ότι

f(2495,8004) = f(2500,8000) +∆f = 50

20
− 0,0029 = 2,497.
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`Ασκηση 2.52

Θεωρούµε τη συνάρτηση (ϐλ. Θεώρηµα 2.9)

L(x, y, z, λ) = (x − 2)2 + y2 + z2 + λ(ex − ey − x − y)

και λύνουµε το σύστηµα
∂L

∂x
= 0 ⇔ 2(x − 2) + λex − λ = 0

∂L

∂y
= 0 ⇔ 2y − λey − λ = 0

∂L

∂z
= 0 ⇔ 2z = 0

ex − ey = x + y

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Η (iv) δίνει z = 0

Προσθέτοντας τις (i) και (ii) κατά µέλη προκύπτει

2(x − 2) + λex − λ + 2y − λey − λ = 0 ⇔ 2(x + y) + λ(ex − ey) − 2λ − 4 = 0
Η παραπάνω σχέση λόγω της (iv) γίνεται

2(x + y) + λ(x + y) − 2(λ + 2) = 0 ⇔ (λ + 2)(x + y) − 2(λ + 2) = 0

⇔ (λ + 2 = 0 ⇔ λ = −2) ή (x + y − 2 = 0 ⇔ x + y = 2)
οπότε οι λύσεις του συστήµατος αυτού είναι :

Για λ = −2 η (i) δίνει
2x − 4 − 2ex + 2 = 0 ⇔ x − ex − 1 = 0

που είναι αδύνατη, αϕού ex > x − 1, για κάθε x ∈ R.

Για x + y = 2 η λύση του συστήµατος είναι (µε χρήση της εντολής vpasolve του Matlab)

P (1.36,0.64,0) µε λ = 0,44
Η εσσιανή της L είναι

H(L) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 + λex 0 0
0 2 − λey 0
0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για το σηµείο P (1.36,0.64,0) µε λ = 0,44

H(L(P )) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3,71 0 0
0 1,17 0
0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ενα διάνυσµα κάθετο στην επιϕάνεια g(x, y, z) = ex − ey − x − y = 0 είναι το

n⃗ = ∂g

∂xp
î + ∂g

∂y p

ĵ + ∂g

∂z p
k̂

ή n⃗ = (ex − 1)̂i − (ey + 1)ĵ,
Στο σηµείο P ,

n⃗ = 2, 9̂i − 2,9ĵ,
οπότε ϑέτοντας

u⃗1 = u1î + u2ĵ + u3k̂, , u1, u2, u3 ∈ R
προκύπτει

u⃗ ⊥ n⃗ ⇔ n⃗ ⋅ u⃗ = 0 ⇔ 2,9u1 − 2,9u2 = 0 ⇔ u1 = u2.
`Αρα,
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u⃗ = u1î + u1ĵ + u3k̂, u1, u3 ∈ R
και

H(L(P ))u⃗ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3,71 0 0
0 1,17 0
0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u1
u1
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3,71u1
1,17u1
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

(H(L(P ))u⃗) ⋅ u⃗ = (3,71u1î + 1,17u1ĵ + 2u3k̂) ⋅ (u1î + u1ĵ + u3k̂) = 3,71u21 + 1,17u21 + 2u23
= 4,88u21 + 2u23 > 0, ∀u1, u3 ∈ R

`Αρα, η f έχει τοπικό ελάχιστο στο P την τιµή
√
f(x, y, z) =

√
(1,36 − 2)2 + 0,642 + 02 = 0,91.

z

−1
−2

−3

x
y

0 0

x
1

A

Σχήµα 2.52
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`Ασκηση 2.53

Ζητούµε το µέγιστο και το ελάχιστο της συνάρτησης (τετράγωνο της απόστασης του σηµείου (x, y) από
την αρχή των αξόνων)

f(x, y) = x2 + y2,
µε περιορισµό

2x2 + 3y2 + x − 2y − 1 = 0,

`Ετσι, η συνάρτηση Lagrance είναι

L = x2 + y2 + λ(2x2 + 3y2 + x − 2y − 1),
οπότε τα δεσµευµένα κρίσιµα σηµεία προκύπτουν από το σύστηµα

∂L

∂x
= 2x + 4λx + λ = 0

∂L

∂y
= 2y + 6λy − 2λ = 0

2x2 + 3y2 + x − 2y − 1 = 0

(i)

(ii)

(iii)

Από την (i) προκύπτει

x = − λ

2(1 + 2λ)
. (iv)

οπότε η (ii) δίνει

y = λ

1 + 3λ
(v)

Αντικαθιστώντας τις (iv) και (v) στην (iii) προκύπτει

2(− λ

2(1 + 2λ)
)
2

+ 3( λ

1 + 3λ
)
2

− λ

2(1 + 2λ)
− 2 λ

1 + 3λ
= 1.

Οι πραγµατικές λύσεις της ϐ΄ ϐάθµιας που προκύπτει από αυτή τη ϱητή εξίσωση είναι

λ1 = −0,67 και λ2 = −0,16.

`Ετσι, οι (iv) και (v) δίνουν :
▸ για λ = −0,67,

x = −1 και y = 0,67,

▸ για λ = −0,16,
x = 0,11 και y = −0,3.

`Αρα, τα κρίσιµα σηµεία της f είναι τα

P1(−1,0.67) και P2(0.11,−0.3).

Το κάθετο διάνυσµα στο σηµείο P (x, y) του περιορισµού g(x, y) = 0 είναι το

n⃗ = ∂g

∂x
∣
P
î + ∂g

∂y
∣
P

ĵ = (4x + 1)̂i + (6y − 2)ĵ,

οπότε :
▸ Για το σηµείο P1(−1,0.67),

n⃗ = −3̂i + 2,02ĵ,
οπότε αν τα κάθετα διανύσµατα στο n⃗ είναι

u⃗ = u1î + u2ĵ,
τότε

n⃗ ⋅ u⃗ = 0 ⇔ −3u1 + 2,02u2 = 0 ⇔ u2 = −1,5u1.
`Αρα,

u⃗ = u1î − 1,5u1ĵ, u1 ∈ R
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και

H(L) = [ 2 + 4λ 0
0 2 + 6λ ]

οπότε

H(L(P1))u⃗ = [
2 + 4(−0,67) 0

0 2 + 6(−0,67) ] [
u1

−1,5u1
] = [ −0,68u1

3,03u1
]

`Αρα
H(L(P1)) ⋅ u⃗ = (−0,68u1î + 3,03u1ĵ) ⋅ (u1î − 1,5u1ĵ) = −5,23u21 < 0, για κάθε u1 ∈ R,

οπότε το P1(−1,0.67) είναι τοπικό µέγιστο.

▸ Για το σηµείο P2(0.11,−0.3)
n⃗ = 1,44̂i − 3,8ĵ,

οπότε αν τα κάθετα διανύσµατα στο n⃗ είναι u⃗ = u1î + u2ĵ, τότε

n⃗ ⋅ u⃗ = 0 ⇔ 1,44u1 − 3,8u2 = 0 ⇔ u2 = 0,38u1.
`Αρα, u⃗ = u1î + 0,38u1ĵ
και

H(L(P2))u⃗ = [
2 + 4(−0,16) 0

0 2 + 6(−0,16) ] [
u1

0,38u1
] = [ 1,36u1

0,4u1
]

`Αρα
H(L(P2)) ⋅ u⃗ = (1,36u1î + 0,4u1ĵ) ⋅ (u1î + 0,38u1ĵ) = 1,51u21 > 0, για κάθε u1 ∈ R,

οπότε το P2(0.11,−0.3) είναι τοπικό ελάχιστο.

Επειδή η γραµµή
2x2 + 3y2 + x − 2y − 1 = 0

είναι κλειστή, αποτελεί κλειστό και φραγµένο σύνολο, οπότε η f έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή σε αυτή,
τις τιµές της στα τοπικά της ακρότατα P1(−1,0.67) και P2(0.11,−0.3).
Εποµένως, η µέγιστη και η ελάχιστη απόσταση της γραµµής αυτής από την αρχή των αξόνων είναι

dmax =
√
f(P1) =

√
(−1)2 + 0,672 = 1,2 και dmin =

√
f(P2) =

√
0,112 + (−0,3)2 = 0,32.



14 §

`Ασκηση 2.54

1

-1

y

A

x

−3

2

−3 −2−2 −1−1

−0.5y x

00
21

0.5

z 0.0
1 3

z

Σχήµα 2.54

Το τετράγωνο της απόστασης ενός σηµείου P (x, y, z) από το σηµείο Α είναι

f(x, y, z) = (x − 2)2 + (y + 1)2 + z2

Θεωρούµε, λοιπόν, τη συνάρτηση

L(x, y, z, λ) = (x − 2)2 + (y + 1)2 + z2 + λ(x
2

4
+ y2

9
+ z2 − 1)

και λύνουµε το σύστηµα
∂L

∂x
= 0 ⇔ 2(x − 2) + λx

2
= 0

∂L

∂y
= 0 ⇔ 2(y + 1) + 2λy

9
= 0

∂L

∂z
= 0 ⇔ 2z + 2λz = 0

x2

4
+ y2

9
+ z2 = 1

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Από την (i) προκύπτει

2x − 4 + λx

2
= 0 ⇔ x = 8

λ + 4
, (v)

Από την (ii) προκύπτει

2y + 2 + 2λy

9
= 0 ⇔ 18y + 18 + 2λy = 0 ⇔ y = − 9

λ + 9
(vi)

Από την (iii) προκύπτει
2z(λ + 1) = 0 ⇔ z = 0 ή λ = −1

΄Ετσι για z = 0 από τις (iv),(v),και (vi) προκύπτει

1

4
( 8

λ + 4
)
2

+ 1

9
( −9
λ + 9

)
2

= 1 ⇔ λ = 0,23 ή λ = −12,41

Για λ = 0,23 από τις (vi) και (vii) προκύπτει

x = 1,9 και y = −0,98
`Αρα ένα κρίσιµο σηµείο είναι το P1 (1.9,−0.98,0)
Για λ = −12,41 από τις (v) και (vi) προκύπτει

x = −0,95 και y = 2,64
`Αρα ένα άλλο κρίσιµοσηµείο είναι το P2 (−0.95,2.64,0)
Για λ = −1 από τις (vi) και (vii) προκύπτει
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x = 2,67 και y = 1,13
και από την (v) για x = 2,67 και y = 1,13 προκύπτει

z = −0,646
που είναι αδύνατη εξίσωση.

Η εσσιανή της L είναι

H(L) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2L

∂x2
∂2L

∂x∂y

∂2L

∂x∂z

∂2L

∂y∂x

∂2L

∂y2
∂2L

∂y∂z

∂2L

∂z∂x

∂2L

∂z∂y

∂2L

∂z2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 + λ

2
0 0

0 2 + 2λ

9
0

0 0 2 + 2λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Για το κρίσιµο σηµείο P1 (1.9,−0.98, 0) , προκύπτει λ = 0,23, οπότε

H(L(P1)) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2,12 0 0
0 2,05 0
0 0 2,46

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Εστω

u⃗ = u1î + u2ĵ + u3k̂
ένα διάνυσµα κάθετο στο διάνυσµα

n⃗ = ∂g

∂x
∣
p
î + ∂g

∂y
∣
p

ĵ + ∂g

∂z
∣
p
k̂,

όπου g(x, y, z) = x2

4
+ y2

9
+ z2 − 1.

`Αρα n⃗ = x

2
î + 2y

9
ĵ + 2zk̂

Στο κρίσιµο σηµείο P1

n⃗1 = 0,95̂i − 0,22ĵ
και

n⃗1 ⋅ u⃗ = 0 ⇔ 0,95u1 − 0,22u2 = 0 ⇔ u2 = 4,32u1
οπότε

u⃗ = u1î + 4,32u1ĵ + u3k̂, u1, u3 ∈ R.
`Ετσι,

H(L(P1))u⃗ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2,12 0 0
0 2,05 0
0 0 2,46

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u1
4,32u1

u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2,12u1
8,86u1
2,46u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

(H(L(P1))u⃗) ⋅ u⃗ = (2,12u1î + 8,86u1ĵ + 2,46u3k̂) ⋅ (u1î + 4,32u1ĵ + u3k̂)
= (2,12u21 + 38,28u21 + 2,46u23) = 40,4u21 + 2,46u23 > 0, ∀u1, u3 ∈ R

`Αρα, η f έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο P1(1.9,−0.98,0) την τιµή
√
f(x, y, z) =

√
(1,9 − 2)2 + (−0,98 + 1)2 + 02 = 0,1

Για το σηµείο P2

(−0.95,2.64,0) και ;λ = −12,41,
οπότε

H(L(P2)) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−4,2 0 0
0 −0,76 0
0 0 −22,82

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή στο κρίσιµο σηµείο P1

n⃗2 = −0,48̂i + 0,59ĵ,
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ισχύει

n⃗2 ⋅ u⃗ = 0 ⇔ −0,48u1 + 0,59u2 = 0 ⇔ u2 = 0,81u1
οπότε

u⃗ = u1î + 0,81u1ĵ + u3k̂, u1, u3 ∈ R.

`Αρα,

H(L(P2))u⃗ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−4,2 0 0
0 −0,76 0
0 0 −22,82

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u1
0,81u1

u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−4,2u1
−0,62u1
−22,82u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

(H(L(P2))u⃗) ⋅ u⃗ = (−4,2u1î − 0,62u1ĵ − 22,82u3k̂) ⋅ (u1î + 0,81u1ĵ + u3k̂)
= (−4,2u21 − 0,5u21 − 22,82u23) = −(4,7u21 + 22,82u23) < 0, ∀u1, u3 ∈ R

`Αρα, η f έχει τοπικό µέγιστο στο σηµείο P2 (−0.95,2.64,0) την τιµή
√
f(x, y, z) =

√
(−0,95 − 2)2 + (2,64 + 1)2 + 02 = 4,69.

Επειδή η επιϕάνεια

x2

4
+ y2

9
+ z2 = 1

είναι κλειστό και φραγµένο σύνολο, η f παίρνει την ελάχιστη και µέγιστη τιµή της στα σηµεία P1(1.9,−0.98,0)
και P2(−0.95,2.64,0), οπότε τα σηµεία αυτά είναι τα σηµεία της επιϕάνειας αυτής που απέχουν την ε-
λάχιστη και την µέγιστη τιµή από το σηµείο A(2,−1,0).
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`Ασκηση 2.55

Θεωρούµε τη συνάρτηση Lagrance

L = f(x, y) + λ(x2 + y2 − 12xy)

= (x − 1)2 + (y − 1)2 + λ(x2 + y2 − 12xy)
και λύνουµε το συστηµα

∂L

∂x
= 2(x − 1) + 2λx − 12λy = 0

∂L

∂y
= 2(y − 1) + 2λy − 12λx = 0

x2 + y2 − 12xy = 0

(i)

(ii)

(iii)

Αϕαιρώντας κατά µέλη τις (i) και (ii) προκύπτει

2(x − y) + 2λ(x − y) + 12λ(x − y) = 0

ή (x − y)(2 + 2λ + 12λ) = 0 ⇔ x = y ή λ = −1
7

Για x = y η (iii) δίνει
x2 + x2 − 12x2 = 0 ⇔ −10x2 = 0 ⇔ x = 0,

οπότε από τις (i) και (ii) προκύπτει −2 = 0 που είναι αδύνατη εξίσωση.

Για λ = −1
7

οι (i) και (ii) γίνονται

2x − 2 − 2

7
x + 12

7
y = 0 ⇔ 12

7
x + 12

7
y = 2

2y − 2 − 2

7
y + 12

7
x = 0 ⇔ 12

7
x + 12

7
y = 2

οπότε
y = 7

6
− x.

Αντικαθιστώντας στην (iii) προκύπτει

x2 + (7
6
− x)

2

− 12x(7
6
− x) = 0 ⇔ 14x2 − 49

3
x + 49

36
= 0 ⇔ x = 1,08 ή x = 0,09.

Για x = 1,08,

y = 7

6
− 1,08 = 0,09

και για x = 0,09,

y = 7

6
− 0,09 = 1,08

οπότε τα κρίσιµα σηµεία της f είναι τα

P1(1.08,0.09) και P2(0.09,1.08).
Η εσσιανή της L είναι

H(L) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2L

∂x2
∂2L

∂x∂y

∂2L

∂y∂x

∂2L

∂y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= [ 2 + 2λ −12λ
−12λ 2 + 2λ ]

΄Εστω u⃗ = u1î + u2ĵ ένα διάνυσµα κάθετο στο διάνυσµα

n⃗ = ∂g

∂x
∣
p
î + ∂g

∂y
∣
p

ĵ

όπου
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g(x, y) = x2 + y2 − 12xy
οπότε

n⃗ = (2x − 12y)̂i + (2y − 12x)ĵ
Για το σηµείο P1 (1.08,0.09)

n⃗ = 1,08̂i − 12,78ĵ
οπότε

n⃗ ⋅ u⃗ = 0 ⇔ 1,08u1 − 12,78u2 = 0 ⇔ u2 = 0,08u1, u1 ∈ R
`Αρα,

u⃗ = u1î + 0,08u1ĵ u1 ∈ R

Εποµένως

H(L(P1))u⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 + 2(−1
7
) −12(−1

7
)

−12(−1
7
) 2 + 2(−1

7
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[ u1
0,08u1

] = [ 1,85u1
1,85u1

]

και
(H(L(P1))u⃗) ⋅ u⃗ = (1,85u1î + 1,85u1ĵ) ⋅ (u1î + 0,08u1ĵ) = 2u21 > 0, ∀u1 ∈ R

`Αρα, η f έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο P1(1,08,0,09) το

f(P1) = (1,08 − 1)2 + (0,09 − 1)2 = 0,83
Για το σηµείο P2(0,09,1,08), προκύπτει

n⃗ = −12,78̂i + 1,08ĵ
οπότε

n⃗ ⋅ u⃗ = 0 ⇔ −12,78u1 + 1,08u2 = 0 ⇔ u2 = 11,83u1
`Αρα,

u⃗ = u1î + 11,83u1ĵ.

Εποµένως,

H(L(P2))u⃗ = [
1,71 1,71
1,71 1,71

] [ u1
11,83u1

] = [ 21,93u1
21,93u1

]
και

(H(L(P2))u⃗) ⋅ u⃗ = (21,93u1î + 21,93u1ĵ) ⋅ (u1î + 11,83u1ĵ) = 281,36u21 > 0, ∀u1 ∈ R
`Αρα, η f έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο P2 το

f(P2) = (0,09 − 1)2 + (1,08 − 1)2 = 0,83.
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`Ασκηση 2.57

Η συνάρτηση Lagrance στην περίπτωση αυτή είναι

L = x21 − x22 + x23 − 2x24 + λ(x1 − x22 + x3 − x24 − 1)

οπότε τα κρίσιµα σηµεία (πιθανά τοπικά ακρότατα) της f(x, y, z) µε τον περιορισµό αυτό προκύπτουν
από τη λύση του συστήµατος

∂L

∂x1
= 0 ⇔ 2x1 + λ = 0

∂L

∂x2
= 0 ⇔ −2x2 − 2λx2 = 0

∂L

∂x3
= 0 ⇔ 2x3 + λ = 0

∂L

∂x4
= 0 ⇔ −4x4 − 2λx4 = 0

∂L

∂λ
= 0 ⇔ x1 − x22 + x3 − x24 = 1

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

Από την (ii) προκύπτει

−2x2(λ + 1) = 0 ⇔ λ = −1 ή x2 = 0
● Για λ = −1 από τις (i) και (iii) παίρνουµε

x1 = x3 = −
λ

2
= 1

2

και από την (iv)
−2x4 = 0 ⇔ x4 = 0

οπότε από την (v) προκύπτει
1

2
− x22 +

1

2
− 02 = 1 ⇔ x22 = 0 ⇔ x2 = 0

`Ετσι, προκύπτει το κρίσιµό σηµείο P1(
1

2
,0,

1

2
,0)

● Για x2 = 0 από την (iv) παίρνουµε

−2x4(λ + 2) = 0 ⇔ λ = −2 ή x4 = 0.

▸ Για λ = −2 από τις (i) και (iii) παίρνουµε

x1 = x3 = −
−2
2
= 1

και από την (ii)
2x2 = 0 ⇔ x2 = 0,

οπότε από την (v) προκύπτει

1 − 02 + 1 − x24 = 1 ⇔ x24 = 1 ⇔ x4 = 1 ή x4 = −1
`Ετσι, προκύπτουν τα σηµεία P2(1,0,1,1) και P3(1,0,1,−1)
▸ Για x4 = 0 από τις (i) και (iii) παίρνουµε

x1 = x3 = −
λ

2

οπότε αντικαθιστώντας στην (v) (x2 = 0)

−λ
2
− λ

2
= 1 ⇔ λ = −1

δηλαδή προκύπτει ξανά το σηµείο P1.
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Η δεσµευµένη εσσιανή είναι ο 5 × 5 πίνακας

H(L) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 Lλx1 Lλx2 Lλx3 Lλx4

Lx1λ Lx1x1 Lx1x2 Lx1x3 Lx1x4

Lx2λ Lx2x1 Lx2x2 Lx2x3 Lx2x4

Lx3λ Lx3x1 Lx3x2 Lx3x3 Lx3x4

Lx4λ Lx4x1 Lx4x2 Lx4x3 Lx4x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −2x2 1 −2x4
1 2 0 0 0

−2x2 0 −2 − 2λ 0 0

1 0 0 2 0

−2x4 0 0 0 −a − 2λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Για το σηµείο P1(
1

2
,0,

1

2
,0) έχουµε λ = −1 οπότε

H(L(P1))) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 1 0

1 2 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 2 0

0 0 0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Σε αυτή την περίπτωση προκύπτει D5 = det(H) = 0 οπότε δε µπορούµε να αποϕανθούµε µε αυτή τη
µέθοδο για το αν το σηµείο P1 είναι τοπικό ακρότατο της f υπό τον δεδοµένο περιορισµό.

▸ Για το σηµείο P2(1,0,1,1) έχουµε λ = −2, οπότε

H(L(P2)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 1 −2

1 2 0 0 0

0 0 2 0 0

1 0 0 2 0

−2 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Σε αυτή την περίπτωση έχουµε

D3 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0
1 2 0
0 0 2

RRRRRRRRRRRRRR
= −2 < 0, D4 =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

0 1 0 1
1 2 0 0
0 0 2 0
1 0 0 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −8 < 0

D5 = det(H) = −32 < 0
οπότε η f έχει τοπικό ελάχιστο στο P2(1,0,1,1)

▸ Για το σηµείο P3(1,0,1,−1) έχουµε λ = −2, οπότε

H(L(P3) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 1 0

1 2 0 0 0

0 0 2 0 0

1 0 0 2 0

2 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
D3 = −2 < 0, D4 = −8 < 0, D5 = −32 < 0,

`Αρα, η f έχει τοπικό ελάχιστο στο P3(1,0,1,−1).
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`Ασκηση 2.58

α) Παραγωγίζοντας την (i) ως προς z προκύπτει

∂F

∂z
= ez − 2z, όπου F (x, y, z) = yex + ez − z2 = 0

οπότε
∂F

∂z
∣
A
= e0 − 2 ⋅ 0 = 1 ≠ 0

’ρα, η (i) ορίζει το z ως συνάρτηση των x και y κοντά στο A.

ϐ) Η γραµµική προσέγγιση της z(x, y) κοντά στο A είναι (ανάπτυγµα Taylor α΄ ϐαθµού)

z(x, y) = z(1,−1
e
) + ∂z

∂x
∣
A
(x − 1) + ∂z

∂y
∣
A

(y + 1

e
) (ii)

Παραγωγίζοντας την (i) ως προς x ϑεωρώντας ότι z = z(x, y) προκύπτει

yex + ez ∂z

∂x
− 2z ∂z

∂x
= 0 ⇔ ∂z

∂x
= yex

2z − ez
οπότε

∂z

∂x
∣
A
=
−1
e
⋅ e1

2 ⋅ 0 − e0
= 1

Παραγωγίζοντας την (i) ως προς y, ϑεωρώντας ότι z = z(x, y), προκύπτει

ex + ez ∂z

∂y
− 2z ∂z

∂y
= 0 ⇔ ∂z

∂y
= ex

2z − ez

οπότε
∂z

∂y
∣
A

= e1

2 ⋅ 0 − e0
= −e

΄Ετσι, η (ii) γίνεται

z(x, y) = x − 1 − ey − 1 = x − ey − 2.
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`Ασκηση 2.59

Επειδή
∂

∂y
(x2 − 9) = 0 και

∂

∂x
(y − 1) = 0

ισχύει
∂

∂y
(x2 − 9) = ∂

∂x
(y − 1)

οπότε υπάρχει συνάρτηση f(x, y) µε αυτή τη κλίση, δηλαδή µε

∂f

∂x
= x2 − 9 και

∂f

∂y
= y − 1

Ετσι, σύµϕωνα µε την (2.12),

f(x, y) = ∫
x

0
(t2 − 9)dt + ∫

y

0
(t − 1)dt + c

= [ t
3

3
− 9t]

x

0

+ [ t
2

2
− t]

y

0

+ c

= x3

3
− 9x + y2

2
− y + c

Επειδή f(0,1) = 1,

03

3
− 9 ⋅ 0 + 12

2
− 1

2
+ c = 0 ⇔ c = 0

’ρα

f(x, y) = x3

3
− 9x + y2

2
− y.

Τα κρίσιµα σηµεία της f(x, y) είναι οι λύσεις του συστήµατος

∂f

∂x
= x2 − 9 = 0 και

∂f

∂y
= y − 1 = 0

δηλαδή τα σηµεία

P1(−3,1) και P2(3,1)

∂2f

∂x2
= ∂

∂x
(∂f
∂x
) = ∂

∂x
(x2 − 9) = 2x

∂2f

∂y2
= ∂

∂y
(∂f
∂y
) = ∂

∂y
(y − 1) = 1

∂2f

∂x∂y
= ∂

∂x
(∂f
∂y
) = ∂

∂x
(y − 1) = 0

οπότε

∆ = ∂2f

∂x2
∂2f

∂y2
− ( ∂2f

∂x∂y
)
2

= 2x

΄Ετσι :

Για το σηµείο P1(−3,1)

∆ = 2 ⋅ (−3) = −6 < 0,

οπότε το P1 είναι σαγµατικό σηµείο της f .

Για το σηµείο P2(3,1)

∆ = 2 ⋅ 3 = 6 > 0 και
∂2f

∂x2
= 6 > 0,
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οπότε η f έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο P2 το

f(3,1) = 13

3
− 9 ⋅ 1 + 12

2
− 1 = −18,5.
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`Ασκηση 2.60

∂w

∂x
= − 1

f2

∂f

∂x
+ 1

x2
⇔ ∂f

∂x
= f2 ( 1

x2
− ∂w

∂x
)

∂w

∂y
= − 1

f2

∂f

∂y
⇔ ∂f

∂y
= −f2∂w

∂y

΄Ετσι η δοθείσα σχέση δίνει

x2f2 ( 1

x2
− ∂w

∂x
) + y2(−f2)∂w

∂y
⇔ 1 − x2∂w

∂x
− y2∂w

∂y
= 1

⇔ x2
∂w

∂x
+ y2∂w

∂y
= 0

(i)

∂w

∂x
= ∂w

∂u

∂u

∂x
+ ∂w

∂v

∂v

∂x
= ∂w

∂u
+ 1

x2
∂w

∂v
∂w

∂y
= ∂w

∂u

∂u

∂y
+ ∂w

∂v

∂v

∂y
= − 1

y2
∂w

∂v

΄Ετσι η (i) γίνεται

x2 (∂w
∂u
+ 1

x2
∂w

∂v
) + y2 (− 1

y2
∂w

∂v
) = 0 ⇔ x2

∂w

∂u
= 0 ⇔ ∂w

∂u
= 0

’ρα w = g(v), g συνάρτηση

ή
1

f
− 1

x
= g (1

y
− 1

x
)

ή
1

f
= 1

x
+ g (1

y
− 1

x
) = 1

x
(1 + xg (1

y
− 1

x
))

οπότε

f(x, y) = x

1 + xg (1
y
− 1

x
)


