
Κεϕάλαιο 3

∆ιανυσµατικές συναρτήσεις

`Ασκηση 3.3

Σύµϕωνα µε την Πρόταση 1.3, τα επίπεδα αυτά είναι κάθετα αντίστοιχα στα διανύσµατα

n⃗1 = (1,−2,1) και n⃗2 = (0,1,−1)

Σύµϕωνα µε τον Ορισµό 1.2, ένα διάνυσµα κάθετο και στα δύο επίπεδα, δηλαδή κάθετο στα διανύσµατα
n⃗1 και n⃗2 είναι το

n⃗ = n⃗1 × n⃗2

=
RRRRRRRRRRRRRR

ê1 ê2 ê3
1 −2 1
0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRR

= ê1 ∣
−2 1
1 −1 ∣ − ê2 ∣

1 1
0 −1 ∣ + ê3 ∣

1 −2
0 1

∣

= ê1 + ê2 + ê3
= (1,1,1)

οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 1.3, η εξίσωση του επιπέδου π είναι (διέρχεται από την αρχή των αξόνων)

n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ 0⃗ ⇔ (1,1,1) ⋅ (x, y, z) = (1,1,1) ⋅ (0,0,0)

ή x + y + z = 0.
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`Ασκηση 3.7

α) Οι ευθείες αυτές είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα (ϐλ. πρότ. 3.1)

v⃗1 = (−3,2,1) και v⃗2 = (6,−4,−2).
Επειδή

−3
6
= 2

−4
= 1

−2
,

τα διανύσµατα v⃗1 και v⃗2 είναι παράλληλα, οπότε οι ευθείες ϵ1 και ϵ2 είναι παράλληλες.
ϐ) `Ενα σηµείο της ϵ1 είναι το A1(1,0,1) (προκύπτει από την εξίσωση της ϵ1 για t = 0) και ένα σηµείο της
ϵ2 είναι το A2(0,1,2) (προκύπτει από την εξίσωση της ϵ2 για u = 0)
Τα διανύσµατα v⃗1 και

ÐÐÐ→
A1A2 είναι παράλληλα µε το π, οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο π είναι το

n⃗ =
ÐÐÐ→
A1A2 × v⃗1

= [(0,1,2) − (1,0,1)] × (−3,2,1)

= (−1,1,1) × (−3,2,1)

= (−1,−2,1).
Εποµένως, το επίπεδο π, που διέρχεται και από το σηµείο A1 µε διάνυσµα ϑέσης a⃗1, έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a1) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗1
ή, αν r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης του τυχαίου σηµείου του π,

(−1,−2,1) ⋅ (x, y, z) = (−1,−2,1) ⋅ (1,0,1).

Εποµένως, η καρτεσιανή εξίσωση του π είναι

−x − 2y + z = 0.
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`Ασκηση 3.20

α) Η (i) γράϕεται

x2 + y2 + z2 + 2x − 2 ⋅ 1
2
z = 2 (i)

οπότε, προσθέτοντας και στα 2 µέλη το 12 + (1
2
)
2

προκύπτει

x2 + 2x + 12 + y2 + z2 − 2 ⋅ 1
2
z + (1

2
)
2

= 2 + 12 + (1
2
)
2

ή (x + 1)2 + y2 + (z − 1

2
)
2

= 13

4
.

Η σχέση αυτή είναι καρτεσιανή εξίσωση σϕαίρας µε κέντρο το σηµείο

K (−1,0, 1
2
)

και ακτίνα

R =
√

13

4
=
√
13

2
.
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`Ασκηση 3.23

Κάθε επίπεδο που περιέχει την τοµή των επιπέδων π1, π2 έχει εξίσωση

x + y = 0 ή x − y + z − 1 + λ(x + y) = 0, λ ∈ R. (i)

Το Ϲητούµενο επίπεδο δεν είναι το x+ y = 0, διότι οι συντεταγµένες του σηµείου A(1,0,−1) δεν επαληθε-
ύουν την εξίσωση αυτή.
Αν το A ανήκει στο επίπεδο που περιγράϕεται από τη δεύτερη των (i), πρέπει οι συντεταγµένες του να
την επαληθεύουν, δηλαδή

1 − 0 + (−1) − 1 + λ(1 + 0) = 0 ή λ = 1.

’ρα, το Ϲητούµενο επίπεδο έχει εξίσωση (ϑέτουµε λ = 1 στην (i))

x − y + z − 1 + (x + y) = 0

ή 2x + z − 1 = 0.
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`Ασκηση 3.25

α) Οι ευθείες αυτές είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα (ϐλ. πρότ. 3.1)

v⃗1 = (1,−1,−2) και v⃗2 = (2,−2,−4).

Επειδή
1

2
= −1
−2
= −2
−4

,

τα διανύσµατα v⃗1 και v⃗2 είναι παράλληλα, οπότε οι ευθείες ϵ1 και ϵ2 είναι παράλληλες.
ϐ) `Ενα σηµείο της ϵ1 είναι το A1(5,1,5) (προκύπτει από την εξίσωση της ϵ1 για λ = 0) και ένα σηµείο της
ϵ2 είναι το A2(1,−4,10) (προκύπτει από την εξίσωση της ϵ2 για µ = 0)
Τα διανύσµατα v⃗1 και

ÐÐÐ→
A1A2 είναι παράλληλα µε το π1, οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο π1 είναι το

n⃗ =
ÐÐÐ→
A1A2 × v⃗1

= [(1,−4,10) − (5,1,5)] × (1,−1,−2)

= (−4,−5,5) × (1,−1,−2)

= (15,−3,9).
Εποµένως, το επίπεδο π2, που περιέχει την αρχή των αξόνων, έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ r⃗ = 0

ή, αν r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης του τυχαίου σηµείου του π2,

(15,−3,9) ⋅ (x, y, z) = 0.

Εποµένως, η καρτεσιανή εξίσωση του π είναι

15x − 3y + 9z = 0.
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`Ασκηση 3.26

Θέτοντας z = t, οι (i) γράϕονται

x − 2y = −t, 2x = t − 5,

από τις οποίες προκύπτει

x = t − 5
2

, y = 3t − 5
4

.

Εποµένως η διανυσµατική εξίσωση της ευθείας l είναι

l ∶ r⃗(t) = ( t − 5
2

,
3t − 5
4

, t) , t ∈ R. (ii)

Η διανυσµατική εξίσωση της δ είναι (ϐλ. πρότ. 3.1)

r⃗(λ) = a⃗ + λu⃗, λ ∈ R, (iii)

όπου a⃗ = (1,0,−1) το διάνυσµα ϑέσης του Α, ως προς την αρχή των αξόνων Ο, και u⃗ ένα διάνυσµα
παράλληλο µε την δ, άρα και µε την l (αϕού l ∥ δ).
Γράϕοντας την (ii) στη µορϕή

l ∶ x(t) = (−5
2
,−5

4
,0) + t(1

2
,
3

4
,1) , t ∈ R,

είναι φανερό ότι ένα διάνυσµα παράλληλο στην l είναι το

u⃗ = (1
2
,
3

4
,1).

Αντικαθιστώντας στην (iii) προκύπτει η διανυσµατική εξίσωση της δ

δ ∶ r⃗(λ) = (1,0,−1) + λ(1
2
,
3

4
,1) = (1 + λ

2
,
3λ

4
,−1 + λ) , λ ∈ R.
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`Ασκηση 3.29

Το διάνυσµα ϑέσης του ίχνους Β της καθέτου που άγεται από την αρχή των αξόνων O προς την ευθεία ϵ
είναι (p⃗ = 0)

β⃗ = a⃗ + −a⃗ ⋅ u⃗
∣u⃗∣2

u⃗, (ii)

όπου a⃗ το διάνυσµα ϑέσης ως προς το Ο ενός σηµείου της ϵ και u⃗ ένα διάνυσµα παράλληλο στην ϵ.
Θέτοντας x = 0 στις εξισώσεις της ϵ προκύπτει

ϵ ∶ y + z + 1 = 0 και −y + z + 3 = 0.

Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει

y = 1 και z = −2,

οπότε ένα σηµείο της είναι το A, που έχει διάνυσµα ϑέσης, ως προς το Ο,

a⃗ = (0,1,−2).

΄Ενα διάνυσµα παράλληλο µε την ϵ είναι το

u⃗ = (2,1,1) × (1,−1,1) = (2,−1,−3).

΄Ετσι, από την (i) προκύπτει

β⃗ = (0,1,−2) + −(0,1,−2) ⋅ (2,−1,−3)
22 + (−1)2 + (−3)2

(2,−1,−3)

= (0,1,−2) − 5

14
(2,−1,−3)

= (−5
7
,
19

14
,−13

14
)

οπότε η απόσταση της ευθείας ϵ από την αρχή των αξόνων είναι

d = (OB) = ∣β⃗∣

=
√
(−5

7
)
2

+ (19
14
)
2

+ (−13
14
)
2

=
√
630

14
= 1,79.
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`Ασκηση 3.31

α) Η ταχύτητα του Σ τη χρονική στιγµή t είναι

v⃗(t) = dr⃗(t)
dt

= (2t − 2)êx + (−1)êy + (−2t + 2)êz
και η επιτάχυνση του

a⃗(t) = dv⃗(t)
dt
= 2êx − 2êz,

οπότε η ταχύτητα και η επιτάχυνσή του Σ τη χρονική στιγµή t = 1 είναι

v⃗(1) = (2 ⋅ 1 − 2) êx + (−1) êy + (−2 ⋅ 1 + 2)êz

= −êy
a⃗(1) = 2 êx − 2 êz

ϐ) Τη χρονική στιγµή t = 1 το Σ ϐρίσκεται στο σηµείο µε διάνυσµα ϑέσης

p⃗ = r⃗(1)

= (12 − 2 ⋅ 1)êx + (4 − 1)êy + (10 − 12 + 2 ⋅ 1)êz
= −êx + 3êy + 11êz

δηλαδή στο σηµείο
P (−1,3,11)

οπότε η Ϲητούµενη εϕαπτοµένη έχει διανυσµατική εξίσωση (είναι παράλληλη στο διάνυσµα της ταχύτητας
v⃗(1))

r⃗(λ) = p⃗ + λv⃗(1)

ή r⃗(λ) = (−1,3,11) + λ(0,−1,0), λ ∈ R.
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`Ασκηση 3.33

Αντικαθιστώντας τις παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας ϵ στην καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου π
προκύπτει

π ∶ 2(−3t) − 4 + 2t − (5 + 3t) + 2 = 0 ⇔ −7t − 7 = 0 ⇔ t = −1,
οπότε

P (−3(−1),−4 + 2(−1),5 + 3(−1)) = (3,−6,2).

Επειδή η ευθεία (l) είναι κάθετη στα διανύσµατα a⃗ = (1,1,1) και β⃗ = (2,3,4), ένα διάνυσµα παράλληλο
µε αυτή είναι το

u⃗ = a⃗ × β⃗ = (1,1,1) × (2,3,4) = (1,−2,1),

οπότε η εξίσωση της (ϵ) είναι

r⃗(t) = p⃗ + tu⃗

ή r⃗(t) = (3,−6,2) + t(1,−2,1), t ∈ R.
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`Ασκηση 3.35

α) Από το σύστηµα των εξισώσεων των π1, π2 προκύπτει ότι

x = 5 + 4z και y = −2 − 4z,

οπότε τα π1, π2 τέµνονται κατά την ευθεία (l) µε διανυσµατική εξίσωση (ϑέτουµε z = k)

r⃗(t) = (5 + 4k,−2 − 4k, k), k ∈ R. (i)

ϐ) Το π, που είναι κάθετο στα π1, π2, είναι κάθετο στην ευθεία (l), άρα και στο διάνυσµα

u⃗ = (4,−4,1),

στο οποίο είναι παράλληλη η (l), λόγω της (i).
`Αρα το π, που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει εξίσωση (ϐλ. πρότ. 1.3)

u⃗ ⋅ r⃗ = 0

ή (4,−4,1) ⋅ (x, y, z) = 0

ή 4x − 4y + z = 0
Η ευθεία (ϵ) είναι παράλληλη στα επίπεδα π1, π2, άρα και στην ευθεία (l), οπότε ένα διάνυσµα παράλ-
ληλο στην (ϵ) είναι το

u⃗ = (4,−4,1).
Η διανυσµατική εξίσωση της (ϵ) είναι (ϐλ. Πρόταση 3.1)

r⃗(t) = (−3,0,1) + k(4,−4,1) = (−3 + 4k,−4k,1 + k), k ∈ R.
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`Ασκηση 3.36

Σχήµα 3.36

α) Η εξίσωση της ευθείας (ε) γράϕεται

r⃗(t) = (−1,1,1) + λ(−2,1,2),

οπότε η (ε) είναι παράλληλη µε το διάνυσµα

e⃗ = (−2,1,2).

Εποµένως, το µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση της ταχύτητας του Σ είναι το

ê = e⃗

∣e⃗∣
= (−2,1,2)√
(−2)2 + 12 + 22

= (−2
3
,
1

3
,
2

3
),

οπότε το διάνυσµα της ταχύτητας του Σ είναι

v⃗ = vê = 3(−2
3
,
1

3
,
2

3
) = (−2,1,2).

`Ετσι, η στροϕορµή του ως προς την αρχή των αξόνων είναι

L⃗ = mr⃗ × v⃗

= 2(−1,1,1) × (−2,1,2)

= 2

RRRRRRRRRRRRRR

êx êy êz
−1 1 1
−2 1 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 [êx(1 ⋅ 2 − 1 ⋅ 1) − êy(−1 ⋅ 2 − 1(−2)) + êz(−1 ⋅ 1 − 1(−2))]

= 2 (êx + êz) (
Kgr ⋅m2

s
)

ϐ) Η στροϕορµή του Σ ως προς το σηµείο K(2,0,−1) είναι

L⃗ =mr⃗ ′ × v⃗

όπου r⃗ ′ το διάνυσµα ϑέσης του Σ ως προς το Κ, το οποίο είναι

r⃗ ′ =
ÐÐ→
KA

=
Ð→
OA −

ÐÐ→
OK

= (−1,1,1) − (2,0,−1)
= (−3,1,2)

οπότε
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L⃗ = 2(−3,1,2) × (−2,1,2)

= 2

RRRRRRRRRRRRRR

êx êy êz
−3 1 2
−2 1 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 [êx(1 ⋅ 2 − 2 ⋅ 1) − êy(−3 ⋅ 2 − 2(−2)) + êz(−3 ⋅ 1 − 1(−2))]

= 2 (2êy − êz) (
Kgr ⋅m2

s
)
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`Ασκηση 3.39

Σχήµα 3.39

Η διανυσµατική εξίσωση της ευθείας (ε) είναι

r⃗(λ) = (λ,λ, λ) = λ(1,1,1), λ ∈ R,

οπότε η (ϵ) είναι παράλληλη µε το διάνυσµα

e⃗ = (1,1,1).

Εποµένως, το µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση της ταχύτητας είναι το

ê = e⃗

∣e⃗∣
= (1,1,1)√

12 + 12 + 12
= 1√

3
(1,1,1),

οπότε το διάνυσµα της ταχύτητάς του είναι

v⃗ = vê = 9 1√
3
(1,1,1) = 3

√
3 (1,1,1).

Η µαγνητική δύναµη F⃗ που δέχεται το φορτίο είναι

F⃗ = qv⃗ × B⃗

= 2 ⋅ 10−6 ⋅ 3
√
3 (1,1,1) × 2 ⋅ 10−4 (0,0,1)

= 12
√
3 ⋅ 10−10 (1,1,1) × (0,0,1)

= 12
√
3 ⋅ 10−10

RRRRRRRRRRRRRR

êx êy êz
1 1 1
0 0 1

RRRRRRRRRRRRRR

= 12
√
3 ⋅ 10−10 (êx(1 ⋅ 1 − 1 ⋅ 0) − êy(1 ⋅ 1 − 1 ⋅ 0) + êz(1 ⋅ 0 − 0 ⋅ 1))

= 12
√
3 ⋅ 10−10 (êx − êy) (N)
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`Ασκηση 3.41

Λύση
Το εϕαπτόµενο επίπεδο π στην S στο σηµείο της A έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − p⃗) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ p⃗, (i)

όπου p⃗ = (1,0,1) το διάνυσµα ϑέσης του P και

n⃗ = ∇⃗f = (∂f
∂x

,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
)
p

(ii)

ένα διάνυσµα κάθετο στην S στο P , όπου

f(x, y, z) = x2 + y2 − z = 0

η καρτεσιανή εξίσωση της S.

(∂f
∂x
)
p
= 2x∣x=1 = 2, (

∂f

∂y
)
p

= 2y∣y=0 = 0, (
∂f

∂z
)
p
= −1,

όποτε η (ii) δίνει n⃗ = (2,0,−1).
΄Ετσι, αν r⃗ = (x, y, z) οι συντεταγµένες του τυχαίου σηµείου του π, η (i) γίνεται

(2,0,−1) ⋅ (x, y, z) = (2,0,−1) ⋅ (1,0,1)

ή 2x − z = 1.
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`Ασκηση 3.43

Το διάνυσµα ϑέσης κάθε σηµείου της ευθείας ΑΒ που διέρχεται από τα σηµεία Α, Β µε διανύσµατα ϑέσης
a⃗, β⃗ είναι της µορϕής

r⃗ = k a⃗ + (1 − k) β⃗, k ∈ R (i)

και της Γ∆, η οποία διέρχεται από τα Γ, ∆ µε διανύσµατα ϑέσης 5a⃗, 3β⃗

r⃗ =m5a⃗ + (1 −m)3β⃗, m ∈ R (ii)

Το διάνυσµα ϑέσης του σηµείου τοµής των ΑΒ, Γ∆ πληρεί τόσο την (i) όσο και την (ii), οπότε αντιστοιχεί
στις τιµές k, m για τις οποίες

ka⃗ + (1 − k)β⃗ = 5ma⃗ + (1 −m)3β⃗

ή (k − 5m)a⃗ + (−k + 3m − 2)β⃗ = 0⃗ (iii)

Τα a⃗, β⃗ είναι µη παράλληλα διανύσµατα του επιπέδου, οπότε από την (iii) προκύπτει ότι

k − 5m = 0
−k + 3m − 2 = 0

⇔ k = −5
m = −1

`Αρα, το διάνυσµα ϑέσης, p⃗, του σηµείου τοµής των ΑΒ, Γ∆ προκύπτει είτε από την (i) για k = −5 (ή από
την (ii) για m = −1)

p⃗ = −5a⃗ + 6β⃗.
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`Ασκηση 3.44

α) Θέτοντας z = t στις καρτεσιανές εξισώσεις της ϵ1 προκύπτει

x = 2 + t
y = −1 − 3t,

οπότε η ϵ1 έχει διανυσµατική εξίσωση

ϵ1 ∶ r⃗(t) = (2 + t,−1 − 3t, t), t ∈ R. (i)

Θέτοντας z = λ στις εξισώσεις της ϵ2 και λύνοντας ως προς x, y προκύπτει

x = −λ
3
+ 2

3

y = −λ
3
+ 5

3
,

οπότε η ϵ2 έχει διανυσµατική εξίσωση

ϵ2 ∶ r⃗(λ) = (
2

3
− λ

3
,
5

3
− λ

3
, λ) , λ ∈ R. (ii)

Για να τέµνονται οι ϵ1, ϵ2 πρέπει να υπάρχουν τιµές των t, λ ώστε

r⃗(t) = r⃗(λ).

2 + t = 2

3
− λ

3

−1 − 3t = 5

3
− λ

3

t = λ

Το σύστηµα αυτό αληθεύει για t = λ = −1, οπότε οι ϵ1, ϵ2 τέµνονται στο σηµείο (ϑέτουµε t = −1 στην (i) ή
λ = −1 στην (ii))

P (1,2,−1).

ϐ) Οι (i), (ii) γράϕονται,

ϵ1 ∶ r⃗(t) = (2,−1,0) + t(1,−3,1)

ϵ2 ∶ r⃗(λ) = (
2

3
,
5

3
,0) + λ(−1

3
,−1

3
,1)

οπότε οι ευθείες οι ϵ1, ϵ2 είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα

u⃗1 = (1,−3,1) και u⃗2 = (−
1

3
,−1

3
,1) .

`Αρα το συνηµίτονο της οξείας γωνίας τους είναι

cos ∣ u⃗1 ⋅ u⃗2
∣u⃗1∣∣u⃗2∣

∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 (−1
3
) + (−3) (−1

3
) + 1 ⋅ 1

√
12 + (−3)2 + 12

√
(−1

3
)2 + (13)

2 + 12

RRRRRRRRRRRRRR
=

5

3
√
11

√
11

3

= 5

11
.

γ) Το επίπεδο π που ορίζουν οι ϵ1, ϵ2 έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗, (iii)

όπου n⃗ διάνυσµα κάθετο στο π και a⃗ το διάνυσµα ϑέσης ενός σηµείου του π .
΄Ενα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο των ϵ1, ϵ2 είναι

u⃗ = u⃗1 × u⃗2 = (1,−3,1) × (−
1

3
,−1

3
,1) = (−8

3
,−4

3
,−4

3
) = −4

3
(2,1,1)

άρα και το n⃗ = −3
4
u⃗ = (2,1,1).
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΄Ενα σηµείο του π είναι το A(2,−1,0) (προκύπτει από την (i) για t = 0).
΄Ετσι ϑέτοντας r⃗ = (x, y, z) η (iii) γίνεται

(2,1,1) ⋅ (x, y, z) = (2,1,1) ⋅ (2,−1,0)

ή 2x + y + z = 3.
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`Ασκηση 3.45

Λύση
Μπορούµε ϐεβαίως να ακολουθήσουµε τον τρόπο του παραδ. 3.13. Στην περίπτωση αυτή όµως, στην
οποία γνωρίζουµε τις συντεταγµένες των διανυσµάτων, µπορούµε να εϕαρµόσουµε την παρακάτω απλο-
ύστερη διαδικασία :
Η ευθεία ϵ είναι παράλληλη µε το διάνυσµα

Ð→
AB = β⃗ − a⃗ = (6,−6,3) ή µε το u⃗ = 1

3

Ð→
AB = (2,−2,1)

και διέρχεται από το σηµείο A µε διάνυσµα ϑέσης a⃗ = (0,1,−4), οπότε έχει διανυσµατική εξίσωση

r⃗(t) = a⃗ + tu⃗ = (0,1,−4) + t(2,−2,1) = (2t,1 − 2t,−4 + t). (i)

΄Ετσι, το διάνυσµα
ÐÐ→
ΓM , όπου M τυχαίο σηµείο της ϵ, είναι

ÐÐ→
ΓM = r⃗(t) − γ⃗ = (2t,1 − 2t,−4 + t) − (4,7,−9)

= (2t − 4,−6 − 2t,5 + t).
Το ίχνος της καθέτου B αντιστοιχεί στην τιµή της παραµέτρου t για την οποία

ÐÐ→
ΓM ⊥ u⃗ ή

ÐÐ→
ΓM ⋅ u⃗ = 0 ⇔ (2t − 4,−6 − 2t,5 + t) ⋅ (2,−2,1) = 0 ⇔ 9t + 9 = 0 ή t = −1.

∆ηλαδή το ίχνος της καθέτου από το Γ στην ε είναι το σηµείο

M = (2(−1) − 4,−6 − 2(−1),5 − 1) = (−6,−4,4),

οπότε η απόσταση του σηµείου Γ από την ευθεία ΑΒ είναι

∣
ÐÐ→
ΓM ∣ =

√
(−6 − 4)2 + (−4 − 7)2 + (4 − (−9))2 =

√
390.
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`Ασκηση 3.46

`Ενα διάνυσµα παράλληλο στην ευθεία ϵ είναι το

u⃗ = n⃗1 × n⃗2

όπου n⃗1 = (2,1,0) και n⃗2 = (0,1,−3), οπότε

u⃗ = (2,1,0) × (0,1,−3) = (−3,6,2).

Σχήµα 3.46 Το επίπεδο π περνάει από το σηµείο A(1,0,−1) και είναι κάθετο στην ευθεία (ϵ).

Εποµένως το επίπεδο π που διέρχεται από το σηµείο A και είναι κάθετο στην ϵ, άρα και στο διάνυσµα u⃗,
έχει εξίσωση (ϐλ. πρότ. 1.3)

u⃗ ⋅ (r⃗ − a⃗) = 0 ή u⃗ ⋅ r⃗ = u⃗ ⋅ a⃗ ή (−3,6,2) ⋅ (x, y, z) = (−3,6,2) ⋅ (1,0,−1)

ή −3x + 6y + 2z = −3 ⋅ 1 + 6 ⋅ 0 + 2(−1)

ή −3x + 6y + 2z = −5.
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`Ασκηση 3.47

Σύµϕωνα µε την πρότ. 3.1, οι ευθείες ϵ1, ϵ2 έχουν εξισώσεις

ϵ1 ∶ r⃗(t) = (7,−2,3) + t(2,0,1) = (7 + 2t,−2,3 + t)
ϵ2 ∶ r⃗(λ) = (5,−1,1) + λ(0,1,−1) = (5,−1 + λ,1 − λ).

(i)
(ii)

Για να ϐρούµε τα κοινά σηµεία των ϵ1, ϵ2 ϑέτουµε

r⃗(t) = r⃗(λ),

οπότε (7 + 2t,−2,3 + t) = (5,−1 + λ,1 − λ)

ή
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

7 + 2t = 5
−2 = −1 + λ

3 + t = 1 − λ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
ή { λ = −1

t = −1 }.

ε
1

ε
2

π

A

n
r

u
r

v

r

Σχήµα 3.47 Το επίπεδο των ϵ1, ϵ2.

∆ηλαδή οι ϵ1, ϵ2 τέµνονται στο σηµείο A µε διάνυσµα ϑέσης, που προκύπτει από την (i) για t = −1,

a⃗ = (7 + 2(−1),−2,3 − 1) = (5,−2,2).

Το επίπεδο π που ορίζουν οι ϵ1, ϵ2 έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a⃗) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗, (iii)

όπου n⃗ ένα διάνυσµα κάθετο σ΄ αυτό.
΄Ενα τέτοιο διάνυσµα είναι το

n⃗ = u⃗ × v⃗,

αϕού τα u⃗, v⃗ είναι παράλληλα µε τις ϵ1, ϵ2, οι οποίες περιέχονται στο π. ∆ηλαδή

n⃗ = (2,0,1) × (0,1 − 1) = (−1,2,2),

οπότε η (iii) γίνεται
(−1,2,2) ⋅ (x, y, z) = (−1,2,2) ⋅ (5,−2,2) ⇔ π ∶ −x + 2y + 2z = −5.
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`Ασκηση 3.48

Λύση
α) Οι ευθείες l1, l2, που είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα β⃗1, β⃗2, είναι παράλληλες µεταξύ τους αν
β⃗1 ∥ β⃗2, δηλαδή αν

β⃗2 = kβ⃗1, k ∈ R ή rank(β⃗1, β⃗2) = 1
Εποµένως, οι ευθείες l1, l2 είναι παράλληλες µεταξύ τους αν

rank(β⃗1, β⃗2) = 1

A
1

ℓ
1 ℓ

2

A
2

π

O

1α

uur

2α

uur

β
1

r

n
r

β
2

r

Σχήµα 3.48

ϐ) Τα διανύσµατα β⃗1 και
ÐÐÐ→
A1A2 είναι παράλληλα µε το π, οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο π είναι το

n⃗ =
ÐÐÐ→
A1A2 × β⃗1 = (a⃗2 − a⃗1) × β⃗1 = [(−1,0,1) − (1,−2,0)] × (−1,−1,1)

= (−2,2,1) × (−1,−1,1)

= (3,1,4).
Εποµένως, το επίπεδο π, που διέρχεται και από το σηµείο A1 µε διάνυσµα ϑέσης a⃗1, έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a1) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗1
ή, αν r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης του τυχαίου σηµείου του π,

(3,1,4) ⋅ (x, y, z) = (3,1,4) ⋅ (1,−2,0).

Εποµένως, η καρτεσιανή εξίσωση του π είναι

3x + y + 4z = 1.
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`Ασκηση 3.49

α) Η απόσταση του Ρ από το επίπεδο π1, το οποίο έχει εξίσωση

(r⃗ − a⃗) ⋅ n⃗ = 0 ή r⃗ ⋅ n⃗ = a⃗ ⋅ n⃗ = k

είναι d = ∣p⃗ ⋅ n⃗ − a⃗ ⋅ n⃗∣
∣n⃗∣

= ∣p⃗ ⋅ n⃗ − k∣
∣n⃗∣

ϐ) Η εξίσωση του επιπέδου π2 γράϕεται στη µορϕή

r⃗ ⋅ n⃗ = k,

όπου n⃗ = (n1, n2, n3), οπότε η απόσταση του Ρ από το π είναι

d = ∣p⃗ ⋅ n⃗ − k∣
∣n⃗∣

= ∣n1p1 + n2p2 + n3p3 − k∣√
n2
1 + n2

2 + n2
3
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`Ασκηση 3.50

Το διάνυσµα ϑέσης του ίχνους B της καθέτου που άγεται από το σηµείο P µε διάνυσµα ϑέσης p⃗ προς
την ευθεία ϵ που είναι παράλληλη µε το διάνυσµα u⃗ είναι

β⃗ = a⃗ + (p⃗ − a⃗) ⋅ u⃗
∣u⃗∣2

u⃗, (ii)

όπου a⃗ το διάνυσµα ϑέσης ενός σηµείου της ϵ και p⃗ το διάνυσµα ϑέσης του P , οπότε ϑέτοντας z = t και
λύνοντας ως προς x, y τις (i), προκύπτει

x = z = t και y = 1 − x − z = 1 − 2t,

οπότε η ϵ έχει διανυσµατική εξίσωση

r⃗(t) = (x, y, z) = (t,1 − 2t, t) = (0,1,0) + t(1,−2,1).

Εποµένως ένα σηµείο της ϵ είναι το A = (0,1,0) και ένα διάνυσµα παράλληλο µε αυτή το
u⃗ = (1,−2,1). Αντικαθιστώντας στην (ii) προκύπτει

β⃗ = (0,1,0) + [(1,0,1) − (0,1,0)] ⋅ (1,−2,1)
12 + (−2)2 + 12

(1,−2,1) = (0,1,0) + 4

6
(1,−2,1) = (2

3
,−1

3
,
2

3
).

Η απόσταση του P από την ϵ είναι

d(P, ϵ) = ∣
Ð→
PB∣ = ∣β⃗ − p⃗∣ =

√
(2
3
− 1)

2

+ (−1
3
− 0)

2

+ (2
3
− 1)

2

=
√
3

3
.
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`Ασκηση 3.51

Η σϕαίρα S έχει καρτεσιανή εξίσωση

f(x, y, z) = (x − k1)2 + (y − k2)2 + (z − k3)2 −R2 = 0, (i)

οπότε, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 3.6, ένα διάνυσµα κάθετο στην S στο σηµείο της A(a1, a2, a3) είναι
το

Σχήµα 3.51

m⃗ = ( ∂f
∂x
∣
A
,
∂f

∂y
∣
A

,
∂f

∂z
∣
A
) (ii)

Από την (i) προκύπτει

(∂f
∂x
)
A
= 2(x − k1)∣x=a1 = 2(a1 − k1)

(∂f
∂y
)
A

= 2(y − k2)∣y=a2 = 2(a2 − k2)

(∂f
∂z
)
A
= 2(z − k3)∣z=a3 = 2(a3 − k3)

οπότε η (ii) δίνει
m⃗ = (2(a1 − k1),2(a2 − k2),2(a3 − k3)).

Εποµένως, και το διάνυσµα

n⃗ = 1

2
m⃗ = (a1 − k1, a2 − k2, a3 − k3)

είναι κάθετο στην S στο σηµείο A.
΄Ετσι το εϕαπτόµενο επίπεδο στην S στο σηµείο A = (a1, a2, a3) έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a⃗) = 0 ⇔ n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗

ή (a1 − k1)x + (a2 − k2)y + (a3 − k3)z = a1(a1 − k1) + a2(a2 − k2) + a3(a3 − k3).

ή (a1 − k1)(x − a1) + (a2 − k2)(y − a2) + (a3 − k3)(z − a3) = 0.
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`Ασκηση 3.52

ε) Από τη δεύτερη εξίσωση

z = 1 − 2y (i)

οπότε η πρώτη γίνεται

2(1 − 2y) = 1 − x2 − y2 ⇔ x2 + y2 − 4y + 1 = 0

⇔ x2 + y2 − 2 ⋅ 2y + 22 = 22 − 1

⇔ x2 + (y − 2)2 = 3
Η εξίσωση αυτή αληθεύει για

x =
√
3 cos t και y = 2 +

√
3 sin t

΄Ετσι από την (i) προκύπτει

z = 1 − 2(2 +
√
3 sin t) = −(3 + 2

√
3 sin t)

οπότε η γραµµή αυτή έχει διανυσµατική εξίσωση

r⃗(t) =
√
3 cos t̂i + (2 +

√
3 sin t)ĵ − (3 + 2

√
3 sin t)k̂.
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`Ασκηση 3.53

΄Ενα διάνυσµα κάθετο στην S στο σηµείο A είναι το (ϐλ. Παρατήρηση 3.6)

m⃗ = ( ∂f
∂x
∣
A
,
∂f

∂y
∣
A

,
∂f

∂z
∣
A
),

όπου f(x, y, z) = x2 + 4y2 − z2 − 2x + 4y + 6z − 8.

∂f

∂x
∣
A
= 2x − 2∣x=0 = −2

∂f

∂y
∣
A

= 8y + 4∣y=−1 = −4

∂f

∂z
∣
A
= −2z + 6∣z=2 = 2,

οπότε το διάνυσµα m⃗ = (−2,−4,2), άρα και το n⃗ = −1
2
m⃗ = (1,2,−1) , είναι κάθετο στην S στο A.

Εποµένως, η εξίσωση του π είναι (ϐλ. πρότ. 1.3)

n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗, (i)

όπου a⃗ = (0,−1,2) το διάνυσµα ϑέσης του σηµείου επαϕής A και r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης του
τυχαίου σηµείου (x, y, z) του π.
Η (i) γράϕεται (1,2,−1) ⋅ (x, y, z) = (1,2,−1) ⋅ (0,−1,2),

οπότε το π έχει καρτεσιανή εξίσωση

x + 2y − z = −4.


