
Κεϕάλαιο 4

∆ιπλά ολοκληρώµατα

`Ασκηση 4.2

Υπολογίζοντας άµεσα το ολοκλήρωµα

I = ∫
1

0
e−x[y]2−2x1−x dx = ∫

1

0
e−x[2 − 2x − (1 − x)]dx = 1

e

Σχήµα 4.1

Αλλάζοντας τη σειρά ολοκλήρωσης το D δεν είναι απλό ως προς x, οπότε πρέπει να χωρίσουµε το D σε
δύο χωρία απλά ως προς x (ϐλ. σχήµα).
Γράϕοντας τις ευθείες του συνόρου του D ως

x = 1 − y και x = 1 − y

2

τα δύο απλά ως προς x χωρία στα οποία χωρίζεται το D είναι

D1 = {(x, y) ∶ 1 − y ≤ x ≤ 1 −
y

2
0 ≤ y ≤ 1}

και

D2 = {(x, y) ∶ 0 ≤ x ≤ 1 − y 1 ≤ y ≤ 2}

οπότε αλλάζοντας τη σειρά ολοκλήρωσης το I είναι

1



2 §

I = ∬
D1

e−xdxdy +∬
D2

e−xdxdy

= ∫
1

0
∫

1− y
2

1−y
e−xdxdy + ∫

2

1
∫

1− y
2

0
e−xdxdy

= ∫
1

0
− [e−x]1−

y
2

1−y dy + ∫
2

1
− [e−x]1−

y
2

0 dy

= −∫
1

0
(e

y
2
−1 − ey−1)dy − ∫

2

1
(e

y
2
−1 − 1)dy

= 1

e



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ∆ΙΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 3

`Ασκηση 4.3

x
-α

-α

α

α

y

Ο

Σχήµα 4.3

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες x = r cos θ, y = r sin θ το χωρίο D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ a και
π

2
leqθ ≤ π}

οπότε

I = ∫
π

π
2

(∫
a

0
(r cos θ − r sin θ) rdr)dθ

= ∫
π

π
2

(cos θ − sin θ)dθ∫
a

0
r2dr

= −2a
3

3
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`Ασκηση 4.4

D
2

D
1

-1 1

y=|x|

Σχήµα 4.4 Το χωρίο της Α`σκησης 4.4

Λόγω της µορϕής του χωρίου D

I = I1 + I2 =∬
D1

(x2y + xy2)dxdy +∬
D2

(x2y + xy2)dxdy

όπου D1 το χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες y = −x,x = −1 και άξονα x και D2 το χωρίο που
περικλείεται από τις ευθείες y = x,x = 1 και τον άξονα x (ϐλ. Σχήµα 4.4)

Επειδή τα D1,D2 είναι απλά ως προς y

I1 = ∫
0

−1
[∫

−x

0
(x2y + xy2)dy]dx

= ∫
0

−1
[x

2y2

2
+ xy3

3
]
−x

0

dx

= ∫
0

−1
[x

2(−x)2

2
+ x(−x)3

3
]dx

= 1

6
∫

0

−1
x4dx

= 1

6
[x

5

5
]
0

−1
= 1

30

I2 = ∫
1

0
[∫

x

0
(x2y + xy2)dy]dx

= ∫
1

0
[x

2y2

2
+ xy3

3
]
x

0

dx

= ∫
1

0

5x4

6
dx

= 1

6
[x5]1

0

= 1

6

’ρα I = I1 + I2 =
1

30
+ 1

6
= 1

5
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`Ασκηση 4.5

x
-α

-α

α

α
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Σχήµα 4.5 Το χωρίο της Α`σκησης 4.5

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες το χωρίο D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ a και
3π

2
≤ θ ≤ 2π} ,

οπότε

I = ∫
2π

3π
2

(∫
a

0

r sin θ

1 + r2
rdr)dθ

= ∫
2π

3π
2

sin θdθ∫
a

0

r2

1 + r2
dr

= −(a − tan−1 a)

= tan−1 a − a
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`Ασκηση 4.6

Το χωρίο αυτό είναι απλό προς x (ϐλ. Σχήµα 4.6), οπότε

O

D

π/2

1

Σχήµα 4.6 Το χωρίο της Α`σκησης 4.6

I = ∫
π
2

0
[∫

cosy

0
x sin ydx]dy

= ∫
π
2

0
sin y [x

2

2
]
cosy

0

dy

= 1

2
∫

π
2

0
sin y cos2 ydy

= 1

2
∫

0

1
t2(−dt)

= −1
6
[t3]0

1

= 1

6

(ϑέτοντας t = cos y).
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`Ασκηση 4.7

x

y

Ο

y=x

y=-x

Σχήµα 4.7 Το χωρίο της Α`σκησης 4.7

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες το χωρίο D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ a και − π

4
≤ θ ≤ π

4
}

οπότε

I = ∫
π
4

−π
4

cos θ sin θdθ∫
a

0
r2dr = 0 ⋅ a

3

3
= 0.
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`Ασκηση 4.8

1

θ

r

Ο

-β

β

-α α

(β)

(α)

2π

D΄

Σχήµα 4.8 Το χωρίο της Α`σκησης 4.8

Το D είναι το εσωτερικό έλλειψης µε µήκη ηµιαξόνων α και ϐ. (ϐλ. Σχήµα 4.8), οπότε χρησιµοποιώντας
ελλειπτικές συντεταγµένες

x = ar cos θ, y = βr sin θ, 0 ≤ θ < 2π

το D γίνεται ορθογώνιο

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ < 2π}

οπότε

I = ∫
2π

0

⎡⎢⎢⎢⎣
∫

1

0

∣ar cos θβr sin θ∣√
a2r2 cos2 θ + β2r2 sin2 θ

aβrdr
⎤⎥⎥⎥⎦
dθ

= a2β2∫
2π

0

∣ cos θ sin θ∣√
a2 cos2 θ + β2 sin2 θ

dθ∫
1

0
r2dr

΄Ετσι

I = a2β2 4

a + β
[r

3

3
]
1

0

= 4a2β2

3(a + β)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ∆ΙΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 9

`Ασκηση 4.9

x

2

y=3

x=1 x=2

y=-1

3

1

-1

y

Ο

Σχήµα 4.9 Το χωρίο της Α`σκησης 4.9

Η µέση τιµή της συνάρτησης f(x, y) στο χωρίο D είναι (ϐλ. Θεώρηµα 4.1)

f̄ =
∬

D
(yx2)dxdy

E(D)
(i)

Το D είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο οπότε

∬D(yx
2)dxdy = ∫

3

−1
ydy∫

2

1
(x2)dx

= [y
2

2
]
3

−1
[x

3

3
]
2

1

= 28

3και

E(D) = (2 − 1)(3 − (−1)) = 4
΄Ετσι από την (i) προκύπτει

f̄ =

28

3
4
= 28

12
= 2,33
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`Ασκηση 4.10

2

2O

Σχήµα 4.10 Το χωρίο της Α`σκησης 4.10

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες

x = r cos θ, y = r sin θ

το D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π

2
}

οπότε

I = ∫
π
2

0
[∫

2

0
e−r

2

rdr]dθ

= ∫
π
2

0
dθ∫

2

0
e−r

2

rdr

= π

2

⎡⎢⎢⎢⎣
−e
−r2

2

⎤⎥⎥⎥⎦

2

0

= −π
4
(e−4 − 1)

= π(1 − e−4)
4
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`Ασκηση 4.11

x1

1

-1

-1

√2

√2-√2

-√2

y

Ο

Σχήµα 4.11 Το χωρίο της Α`σκησης 4.11

Το χωρίο αυτό σε πολικές συντεταγµένες γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 1 ≤ r ≤
√
2 και

π

2
≤ θ ≤ π} ,

οπότε (x2 + y2 = r2),

I = ∫
π

π
2

(∫

√
2

1
(r cos θ − 2r sin θ) rdr)dθ

= ∫
π

π
2

(cos θ − 2 sin θ)dθ∫

√
2

1
r2dr

= −3 ⋅ 1
3
(
√
2 − 1)

= 1 −
√
2
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`Ασκηση 4.12

Παρατηρούµε ότι δεν µπορούµε να υπολογίσουµε το αόριστο ολοκλήρωµα

∫
sin y

y
dy

΄Οµως το I είναι

I =∬
D

sin y

y
dxdy

όπου

D = {(x, y) ∶ x ≤ y ≤ π

2
, 0 ≤ x ≤ π

2
}

D

π/2

π/2

Σχήµα 4.12 Το χωρίο της Α`σκησης 4.12

Από το Σχήµα 4.12 φαίνεται ότι το D είναι απλό και ως προς x, οπότε

I = ∫
π
2

0
[∫

y

0

sin y

y
dx]dy

= ∫
π
2

0

sin y

y
[x]y0 dy

= ∫
π
2

0
sin ydy

= − [cos y]
π
2
0

= 1
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`Ασκηση 4.13
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-α
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Ο

Σχήµα 4.13 Το χωρίο της Α`σκησης 4.13

Η µέση τιµή της συνάρτησης f(x, y) στο χωρίο D είναι (ϐλ. Θεώρηµα 4.1)

f̄ =
∬ (y2 + 2xy)dxdy

E(D)
, (i)

Το D σε πολικές συντεταγµένες είναι

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ a, π ≤ θ ≤ 2π},
οπότε

∬
D
(y2 + 2xy)dxdy = ∫

2π

π
(∫

a

0
(r2 sin2 θ + 2r cos θr sin θ)rdr)dθ

= ∫
2π

π
(sin2 θ + 2 cos θ sin θ)dθ∫

a

0
r3dr

= π

2

a4

4
= a4

8
Το εµβαδό του χωρίου D είναι

E(D) = πa2

2
΄Ετσι από την (i) προκύπτει

f̄ =

a4

8
πa2

2

= πa2

4
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`Ασκηση 4.14

D

1

1

Σχήµα 4.14 Το χωρίο της Α`σκησης 4.14

Επειδή ο υπολογισµός του ∫
1

1 + x4
dx δεν είναι δυνατός, γράϕουµε το I ως

I =∬
D

1

1 + x4
dxdy

όπου

D = {(x, y) ∶ 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1}

το χωρίο του σχήµατος από το οποίο φαίνεται ότι το D είναι απλό και ως προς y, οπότε

I = ∫
1

0
[∫

x

0

1

1 + x4
dy]dx

= ∫
1

0

1

1 + x4
[y]x0 = ∫

1

0

x

1 + x4
dx

= 1

2
∫

1

0

1

1 + t2
dt

= 1

2
[tan−1 t]1

0
= 1

2
(tan−1 1 − tan−1 0)

= 1

2

π

4

= π

8
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`Ασκηση 4.15

x

3−3

−3/√2

3/√2

y

Ο

Σχήµα 4.15

Το χωρίο D (εσωτερικό έλλειψης) γράϕεται

D =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x, y) ∶ 1
9
≤ x2

32
+ y2

( 3√
2
)
2
≤ 1 και x ≤ 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

,

οπότε χρησιµοποιώντας ελλειπτικές συντεταγµένες

x = 3r cos θ και y = 3√
2
r sin θ,

το D είναι ορθογώνιο,

D′ = {(r, θ) ∶ 1

3
≤ r ≤ 1 και

π

2
≤ θ ≤ 3π

2
}

`Αρα,

E(D) = ∫
3π
2

π
2

(∫
1

1
3

3r cos θ
3√
2
r sin θ

9√
2
rdr)dθ

= ( 9√
2
)
2

∫
3π
2

π
2

cos θ sin θdθ∫
1

1
3

r3dr

= 0
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`Ασκηση 4.16

D
1 5 7

Σχήµα 4.16 Το χωρίο της Α`σκησης 4.16

Το χωρίο αυτό γράϕεται ως

D = {(x, y) ∶ x − 5 < y < 2, 1 < x < 7}

οπότε είναι απλό ως προς y. ΄Ετσι

I = ∫
7

1
[∫

2

x−5
sinπ(2x + y)dy]dx

= ∫
7

1
− 1
π
[cosπ(2x + y)]2x−5 dx

= − 1
π
∫

7

1
[cosπ(2x + 2) − cosπ(2x + x − 5)]dx

= − 1
π
∫

7

1
[cos 2πx − cos (3πx + π)]dx

= − 1
π
∫

7

1
(cos 2πx + cos 3πx)dx

= − 1
π
{[sin 2πx

2π
]
7

1
+ [sin 3πx

3π
]
7

1
}

= 0
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`Ασκηση 4.17

Τα σηµεία τοµής των δύο γραµµών προκύπτουν από το σύστηµα των εξισώσεών τους

y = x2 και x + y = 2
το οποίο δίνει

x + x2 = 2 ⇔ x2 + x − 2 = 0 ⇔ x = 1 και x = −2.

Για x = 1, y = 2 − 1 = 1.

Το χωρίο D γράϕεται ως
D = {(x, y) ∶ √y < x < 2 − y και 0 < y < 1}

Η µάζα του χωρίου D είναι

m = ∬ σ(x, y)dxdy

= ∫
1

0
(∫

2−y
√
y

kydx)dy

= ∫
1

0
ky [x]2−y√

y
dy

= ∫
1

0
ky(2 − y −√y)dy

= 4k

15

x

2

2

y

Ο

Σχήµα 4.17 Το χωρίο της Α`σκησης 4.17
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ϐ) Οι συντεταγµένες του κέντρου µάζας του χωρίου D είναι

xc =
1

m
∬

D
xσ(x, y)dxdy

= 1

4k

15

∫
1

0
(∫

2−y
√
y

xkydx)dy

= 15

4k
∫

1

0
[x

2

2
]
2−y

√
y

kydy

= 15

8
∫

1

0
y [(2 − y)2 − y]dy

= 15

8

7

12
= 35

32

yc =
1

m
∬

D
yσ(x, y)dxdy

= 1

4k

15

∫
1

0
(∫

2−y
√
y

ykydx)dy

= 15

4
∫

1

0
y2 [x]2−y√

y
ydy

= 15

4
∫

1

0
y2(2 − y −√y)dy

= 15

4

11

34
= 55

112

`Αρα, το κέντρο µάζας του χωρίου D είναι το σηµείο

(35
32

,
55

112
) = (1,094, 0,491).
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`Ασκηση 4.18

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες

x = r cos θ, y = r sin θ

το χωρίο αυτό γράϕεται

D = {(r, θ) ∶ 0 < r < R, 0 < θ < 2π}

οπότε

I = ∬
D
(a − 2x − 3y)dxdy

= ∫
2π

0
[∫

R

0
(a − 2r cos θ − 3r sin θ)rdr]dθ

= ∫
2π

0
(a
2
[r2]R

0
− 2 cos θ

3
[r3]R

0
− sin θ [r3]R

0
)dθ

= ∫
2π

0
(a
2
R2 − 2R3

3
cos θ −R3 sin θ)dθ

= aR2

2
[θ]2π0 = πaR

2,

διότι

∫
2π

0
cos θdθ = ∫

2π

0
sin θdθ = 0.
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`Ασκηση 4.19

Η (i) γράϕεται

x2 + y2 − ay = 0 ⇔ x2 + y2 − 2a
2
y + (a

2
)
2

= (a
2
)
2

⇔ x2 + (y − a

2
)
2

= (a
2
)
2

οπότε το D είναι το εσωτερικό του κύκλου µε κέντρο το K(0, a
2
) και ακτίνα

a

2
.

x

α/2

y

Ο

Σχήµα 4.19 Το χωρίο της Α`σκησης 4.19

Θέτοντας x = r cos θ και y = r sin θ στην (i), προκύπτει

(r cos θ)2 + (r sin θ)2 − ar sin θ = 0 ⇔ r2 = ar sin θ ⇔ r = a sin θ,

οπότε το χωρίο αυτό σε πολικές συντεταγµένες είναι (ϐλ. Σχήµα 4.19).

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ a sin θ και 0 ≤ θ ≤ π} .

Εποµένως,

m = ∬
D
σdxdy =∬

D′
k∣r cos θ∣rdrdθ

= k∫
π

0
(∫

a sin θ

0
r2∣ cos θ∣dr)dθ

= k∫
π

0
[r

3

3
]
a sin θ

0

∣ cos θ∣dθ

= ka3

3
∫

π

0
sin3 θ∣ cos θ∣dθ

= ka3

3
[∫

π
2

0
sin3 θ cos θdθ + ∫

π

π
2

sin3 θ(− cos θ)dθ]

= ka3

6
[1
4
− (−1

4
)]

= ka3

6

Επίσης οι συντεταγµένες του κέντρου µάζας είναι
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xc =
1

m
∬ xσdxdy = 1

m
∬

D′
r cos θk∣r cos θ∣rdrdθ

= k

m
∫

π

0
(cos θ∣ cos θ∣∫

a sin θ

0
r3dr)dθ

= k

m
∫

π

0
cos θ∣ cos θ∣1

4
(a sin θ)4dθ

= ka4

4m
[∫

π
2

0
cos2 θ sin4 θdθ + ∫

π

π
2

(− cos2 θ) sin4 θdθ]

= ka4

4
ka3

6

[ π
12
− π

12
]

= 0

yc =
1

m
∬ yσdxdy = 1

m
∬

D′
r sin θk∣r cos θ∣rdrdθ

= k

m
∫

π

0
(sin θ∣ cos θ∣∫

a sin θ

0
r3dr)dθ

= k

m
∫

π

0
sin θ∣ cos θ∣1

4
(a sin θ)4dθ

= ka4

4m
[∫

π
2

0
sin5 cos θdθ + ∫

π

π
2

sin5 θ(−cosθ)dθ]

= ka4

4
ka3

6

[1
6
− (−1

6
)]

= 3a

2

1

3
= a

2

`Αρα, το κέντρο µάζας του χωρίου D είναι το σηµείο (0, a

2
).

ϐ) i) Η ϱοπή αδράνειας ως προς τον άξονα x είναι

Ix = ∬
D
y2σdxdy =∬

D′
(r sin θ)2k∣r cos θ∣rdrdθ

= k∫
π

0
(sin2 θ∣ cos θ∣∫

a sin θ

0
r4dr)dθ

= k∫
π

0
sin2 θ∣ cos θ∣1

5
(a sin θ)5dθ

= ka5

5
∫

π

0
sin7 θ∣ cos θ∣dθ

= ka5

5
[∫

π
2

0
sin7 θ cos θdθ + ∫

π

π
2

sin7 θ(− cos θ)dθ]

= ka5

5
[1
8
− (−1

8
)]

= ka5

20

ii) Η ϱοπή αδράνειας ως προς τον άξονα y είναι
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Iy = ∬
D
x2σdxdy =∬

D′
(r cos θ)2k∣r cos θ∣rdrdθ

= k∫
π

0
(cos2 θ∣ cos θ∣∫

a sin θ

0
r4dr)dθ

= ka5

4
∫

π

0
cos2 θ∣ cos θ∣ sin4 θdθ

= ka5

5
(∫

π
2

0
cos3 θ sin5 θdθ + ∫

π

π
2

− cos3 θ sin5 θdθ)

= ka5

5
[ 1
24
− (− 1

24
)]

= ka5

60

Η ϱοπή αδράνειας ως προς την αρχή των αξόνων είναι

IO = ∬
D
(x2 + y2)σdxdy

= ∬
D′

r2k∣r cos θ∣rdrdθ

= k∫
π

0
(∣ cos θ∣∫

a sin θ

0
r4dr)dθ

= ka5

5
∫

π

0
∣ cos θ∣ sin5 θdθ

= ka5

5
(∫

π
2

0
cos θ sin5 θdθ + ∫

π

π
2

− cos θ sin5 θdθ)

= ka5

5
[1
6
− (−1

6
)]

= ka5

15
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`Ασκηση 4.20

Τα σηµεία τοµής των δύο γραµµών προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος των εξισώσεων τους, από
το οποίο προκύπτουν τα σηµεία

(1,4) και (2,2)

x

y

O 32

D

1

6

4

Σχήµα 4.20 Το χωρίο της Α`σκησης 4.20

΄Ετσι, το χωρίο D γράϕεται

D = {(x, y) ∶ 4

x
< y < 6 − 2x, 1 < x < 2}

οπότε είναι απλό ως προς y
Εποµένως, η µάζα του χωρίου αυτού είναι

m = ∬
D
σdxdy = ∫

2

1
[∫

6−2x

4
x

k(x2 + y2)dy]dx

= k∫
2

1
(x2 [y]6−2x4

x
+ 1

3
[y3]6−2x4

x

)dx

= k∫
2

1
[x2 (6 − 2x − 4

x
) + 1

3
(6 − 2x)3 − 1

3
(4
x
)
3

]dx

= 5k

2
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`Ασκηση 4.21

x

1

2

-2 2

-2

y

Ο

Σχήµα 4.21 Το χωρίο της Α`σκησης 4.21

Το D γράϕεται

D = {(x, y) ∶ 1 < y <
√
4 − x2, −

√
3 < x <

√
3}

(διότι τα σηµεία τοµής του κύκλου x2 + y2 = 4 µε την ευθεία y = 1 είναι τα x = ±
√
3), οπότε :

α) Αν σ = σ0 σταθερά:

m = ∬
D
σdxdy = σ0∫

√
3

−
√
3
(∫

√
4−x2

1
dy)dx

= σ0∫

√
3

−
√
3
(
√
4 − x2 − 1)dx

= σ0 (
4π

3
−
√
3)

xc =
1

m
∬

D
xσdxdy = σ0

m
∫

√
3

−
√
3
(x∫

√
4−x2

1
dy)dx

= σ0
m
∫

√
3

−
√
3
x (
√
4 − x2 − 1)dx

= 0

yc =
1

m
∬

D
yσdxdy = σ0

m
∫

√
3

−
√
3
(∫

√
4−x2

1
ydy)dx

= σ0
2m
∫

√
3

−
√
3
[y2]

√
4−x2

1
dx

= σ0
2m
∫

√
3

−
√
3
(4 − x2 − 1)dx

= σ0

σ0 (
4π

3
−
√
3)

4
√
3

= 2
√
3

4π

3
−
√
3

`Αρα, το κέντρο µάζας του χωρίου D είναι το σηµείο

⎛
⎜⎜
⎝
0,

2
√
3

4π

3
−
√
3

⎞
⎟⎟
⎠

ϐ) Αν η επιϕανειακή πυκνότητα του D είναι σ = k∣x∣,
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m = ∬
D
k∣x∣dxdy

= k∫

√
3

−
√
3
(∣x∣∫

√
4−x2

1
dy)dx

= k∫

√
3

−
√
3
∣x∣ (
√
4 − x2 − 1)dx

= 2k∫

√
3

0
x (
√
4 − x2 − 1)dx

= 2k
5

6
= 5k

3

xc =
1

m
∬ xk∣x∣dxdy

= k

m
∫

√
3

−
√
3
(x∣x∣∫

√
4−x2

1
dy)dx

= k

m
∫

√
3

−
√
3
x∣x∣ (

√
4 − x2 − 1)dx

= 0

(αϕού η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι περιττή).
Επίσης χρησιµοποιήσαµε ότι για µία άρτια συνάρτηση g(x) ισχύει

∫
a

−a
g(x)dx = 2∫

a

0
g(x)dx.

Επίσης,

yc =
1

m
∬ yk∣x∣dxdy

= k

m
∫

√
3

−
√
3
(∣x∣∫

√
4−x2

1
ydy)dx

= k

2m
∫

√
3

−
√
3
∣x∣ (4 − x2 − 1)dx

= k

2m
⋅ 2∫

√
3

0
x (3 − x2)dx

= k

m

9

4
= 9k

4
5k

3

= 27

20

`Αρα, το κέντρο µάζας του χωρίου D είναι το σηµείο

(0, 27

20
)
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`Ασκηση 4.22

x

1

1

y

Ο

Σχήµα 4.22 Το χωρίο της Α`σκησης 4.22

Επειδή το χωρίο είναι ορθογώνιο,

m = ∬
D
σdxdy = k∫

1

0
{∫

1

0
[1 + (1 − x)(1 − y)]dy}dx

= k∫
1

0
{∫

1

0
[2 − x + (x − 1)y]dy}dx

= k∫
1

0
{(2 − x) [y]10 +

x − 1
2
[y2]1

0
}dx

= k∫
1

0
(2 − x + x − 1

2
)dx

= ∫
1

0
(3
2
− 1

2
x)dx

= k (3
2
[x]10 −

1

4
[x2]1

0
) = k (3

2
− 1

4
)

= 5k

4

∬
D
xσdxdy = k∫

1

0
{∫

1

0
[2x − x2 + (x2 − x)y]dy}dx

= k∫
1

0
(2x − x2 + x2 − x

2
)dx

= k∫
1

0
(3
2
x − x2

2
)dx

= 7k

12
΄Οµοια

∬
D
yσdxdy = 7k

12

οπότε το κέντρο µάζας του D έχει συντεταγµένες

xc =
1

m
∬

D
xσdxdy = 4

5k

7k

12
= 7

15

yc =
1

m
∬

D
yσdxdy = 4

5k

7k

12
= 7

15
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`Ασκηση 4.23

x

-α

-β

β

α

y

Ο

Σχήµα 4.23 Το χωρίο της Α`σκησης 4.23

Χρησιµοποιώντας ελλειπτικές συντεταγµένες

x = arcosθ και y = βr sin θ
το χωρίο D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ θ ≤ π

4
}

οπότε (σ0η σταθερή επιϕανειακή πυκνότητα)

m = ∬
D
σ0dxdy = σ0∬

D′
aβrdrdθ

= σ0aβ ∫
π
4

0
dθ∫

1

0
rdr

= σ0aβ
π

4

1

2
= πσ0aβ

8

xc =
1

m
∬

D
xσ0dxdy

= σ0
m
∫

π
4

0
(∫

1

0
ar cos θaβrdr)dθ

= σ0a
2β

m
∫

π
2

0
cos θdθ∫

1

0
r2dr

= σ0a
2β

m

√
2

2

1

3
= σ0a

2β
√
2

6
πσ0aβ

8

= 4a
√
2

3π

yc =
1

m
∬

D
yσ0dxdy

= σ0
m
∫

π
4

0
(∫

1

0
βr sin θaβrdr)dθ

= σ0aβ
2

m
∫

π
4

0
sin θdθ∫

1

0
r2dr

= σ0aβ
2

m
(1 −

√
2

2
) 1
3
= 8

3π
(1 −

√
2

2
)
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`Ασκηση 4.24

x
-1

2

4

y=x2

y=x-2
y

Ο

Σχήµα 4.24 Το χωρίο της Α`σκησης 4.24

Τα σηµεία τοµής της παραβολής και της ευθείας προκύπτουν από το σύστηµα

y2 = x και y = x − 2

το οποίο δίνει

y = y2 − 2 ⇔ y2 − y − 2 = 0 ⇔ y = −1 και y = 2

Για y = 2, x = 22 = 4

΄Ετσι, το χωρίο D γράϕεται

D = {(x, y) y2 < x < y + 2, −1 ≤ y ≤ 2}

οπότε είναι απλό ως προς x. ΄Ετσι,

m = ∬
D
σdxdy = ∫

2

0
(∫

y+2

y2
kx2y2dx)dy

= k∫
2

−1
[x

3

3
]
y+2

y2
y2dy

= k

3
∫

2

−1
[(y + 2)3 − (y2)3] y2dy

= k

3

621

10

= 20,7k

xc =
1

m
∬

D
xσdxdy

= 1

m
∫

2

−1
(∫

y+2

y2
xkx2y2dx)dy

= k

m
∫

2

−1
y2 [x

4

4
]
y+2

y2
dy

= k

4m
∫

2

−1
y2 [(y + 2)4 − (y2)4]dy

= k

4 ⋅ 20,7k
93384

385

= 2,93
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yc =
1

m
∬

D
yσdxdy

= 1

m
∫

2

0
(∫

y+2

y2
ykx2y2dx)dy

= k

m
∫

2

0
y3 [x

3

3
]
y+2

y2
dy

= k

3m
∫

2

0
y3 [(y + 2)3 − (y2)3]dy

= k

3 ⋅ 20,7k
2061

70

= 1,42

`Αρα, το κέντρο µάζας του χωρίου D είναι το σηµείο (2.93, 1.42).
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`Ασκηση 4.25

x

-1

1

1

-1

y

Ο

Σχήµα 4.25 Το χωρίο της Α`σκησης 4.25

Το D σε πολικές συντεταγµένες γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ θ ≤ π}
οπότε

I = ∬
D
x2σdxdy

= ∬
D′

r2 cos2 θk ∣r cos θ ⋅ r sin θ∣ rdrdθ

= k∫
π

0
cos2 θ ∣cos θ sin θ∣ (∫

1

0
r5dr)dθ

= k

6
∫

π

0
cos2 θ ∣cos θ sin θ∣dθ

= k

6
[∫

π
2

0
cos3 θ sin θdθ − ∫

π

π
2

cos3 θ sin θdθ]

= k

6
[1
4
− (−1

4
)]

= k

12
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`Ασκηση 4.26

x

4

1

1

-1

y

Ο

Σχήµα 4.26 Το χωρίο της Α`σκησης 4.26

Το χωρίο είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο οπότε

m = ∬
D
k(1 + x2 + y2)dxdy

= k∫
1

−1
(∫

4

1
(1 + x2 + y2)dy)dx

= k∫
1

−1

⎛
⎜
⎝
∫

4

1

⎛
⎝
1 + x2 [y]41 + [

y3

3
]
4

1

⎞
⎠
dx

= k∫
1

−1
(24 + 3x2)dx

= 50k

xc =
1

m
∬

D
xk(1 + x2 + y2)dxdy

= k

m
∫

1

−1
(x∫

4

1
(1 + x2 + y2)dy)dx

= k

m
∫

1

−1
x (24 + 3x2)dx

= 0

yc =
1

m
∬

D
yk(1 + x2 + y2)dxdy

= k∫
1

−1
(∫

4

1
y(1 + x2 + y2)dy)dx

= k

m
∫

1

−1

⎛
⎝
(1 + x2) [y

2

2
]
4

1

+ [y
4

4
]
4

1

⎞
⎠
dx

= k

m
∫

1

−1
(235

4
+ 15

2
x2)dx

= k

50k

295

2

= 2,95

Εποµένως, το κέντρο µάζας είναι το σηµείο

(0,2.95).
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`Ασκηση 4.27

x
-R

-R

R

R

y

Ο

Σχήµα 4.27 Το χωρίο της Α`σκησης 4.27

Το χωρίο σε πολικές συντεταγµένες είναι

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ R και
π

2
≤ θ ≤ π}

m = ∬
D
k∣x∣dxdy

= ∬
D′

k∣r cos θ∣rdrdθ

= k∫
π

π
2

∣ cos θ∣ (∫
R

0
r2dr)dθ

= k∫
π

π
2

(− cos θ)dθ [r
3

3
]
R

0

= −kR
3

3
∫

π

π
2

cos θdθ

= kR3

3
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xc =
1

m
∬

D
xk∣x∣dxdy

= k

m
∬

D′
r cos θ∣r cos θ∣rdrdθ

= k

m
∫

π

π
2

− cos2 θdθ∫
R

0
r3dr

= k

m

π

4

R4

4
= k

kR3

3

π

4

R4

4
= 3πR

16

yc =
1

m
∬

D
yk∣x∣dxdy

= k

m
∬

D′
r sin θ∣r cos θ∣rdrdθ

= k

m
∫

π

π
2

sin θ(− cos θ)dθ∫
R

0
r3dr

= k

m

1

4

R4

4
= k

kR3

3

1

4

R4

4

= 3R

8

Εποµένως, το κέντρο µάζας είναι το σηµείο (3πR
16

,
3R

8
)
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`Ασκηση 4.28

D

1

1

2 y=2

√2

Σχήµα 4.28 Το χωρίο της Α`σκησης 4.28

Το χωρίο D γράϕεται (ϐλ. Σχήµα 4.28)

D = {(x, y) ∶ 1 ≤ x ≤√y, 1 ≤ y ≤ 2}
και είναι απλό ως προς x, οπότε

I = ∫
2

1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∫
√
y

1

e
x√
y

y2
dx

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
dy

= ∫
2

1

1

y2
√
y [e

x√
y ]
√
y

1
dy

= ∫
2

1
(ey−

3
2 − y−

3
2 e

1√
y )dy

= e

−1
2

[y−
1
2 ]

2

1
− ∫

2

1
e

1√
y y−

3
2dy

(i)

Θέτοντας t = 1
√
y
= y−

1
2

dt = −1
2
y−

3
2dy ⇔ y−

3
2dy = −2dt

οπότε

−∫
2

1
e

1√
y y−

3
2dy = 1

2
∫

2−
1
2

1
etdt

= 1

2
[et]

1√
2

1

= 1

2
(e

1√
2 − e)

΄Ετσι η (i) δίνει

I = −2e (2−
1
2 − 1) + 1

2
(e

1√
2 − e) = 1,247
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`Ασκηση 4.29

x1

1/2

y

Ο

Σχήµα 4.29 Το χωρίο της Α`σκησης 4.29

Θέτοντας x = r cos θ και y = r sin θ στην εξίσωση του χωρίου προκύπτει

r2 cos2 θ + r2 sin2 θ = r cos θ ⇔ r2 = r cos θ ⇔ r = cos θ,

οπότε το χωρίο σε πολικές συντεταγµένες είναι

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ cos θ, −π
2
≤ θ ≤ 0}

m = ∬
D
σdxdy =∬

D′
k∣r sin θ∣rdrdθ

= k∫
0

−π
2

∣ sin θ∣ (∫
cos θ

0
r2dr)dθ

= k∫
0

−π
2

(− sin θ)1
3

cos3 θdθ

= −k
3
∫

0

−π
2

sin θ cos3 θdθ

= −k
3
(−1

4
) = k

12

xc =
1

m
∬

D
xσdxdy = 1

m
∬

D′
r cos θk∣r sin θ∣rdrdθ

= k

m
∫

0

−π
2

cos θ(− sin θ) (∫
cos θ

0
r3dr)dθ

= − k
m
∫

0

−π
2

cos θ sin θ
1

4
cos4 θdθ

= − k

4m
∫

0

−π
2

cos5 θ sin θdθ

= − k

4 k
12

(−1
6
)

= 1

2
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yc =
1

m
∬

D
yσdxdy = 1

m
∬

D′
r sin θk∣r sin θ∣rdrdθ

= k

m
∫

0

−π
2

(− sin2 θ) (∫
cos θ

0
r3dr)dθ

= − k
m
∫

0

−π
2

sin2 θ
1

4
(cos θ)4dθ

= − k

4m
∫

0

−π
2

cos4 θ sin2 θdθ

= − k

4
k

12

π

32

= −3π
32

Εποµένως, το κέντρο µάζας του χωρίου είναι το σηµείο

(1
2
, −3π

32
)
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`Ασκηση 4.30

z

x

y

α
2

α
2

β
2

β
2

−

−

Σχήµα 4.30 Το χωρίο της Α`σκησης 4.30

Η απόσταση ενός στοιχειώδους τµήµατος της πλάκας στη ϑέση (x, y) απέχει από τον άξονα αυτό απόσταση√
x2 + y2, οπότε η ϱοπή αδράνειας της πλάκας ως προς τον άξονα αυτό είναι

I = ∬
D
σ0 (x2 + y2)dxdy

= σ0∫
a
2

−a
2

[∫
β
2

−β
2

(x2 + y2)dy]dx

= σ0∫
a
2

−a
2

[x2y + y3

3
]

β
2

−β
2

dx

= σ0∫
a
2

−a
2

(βx2 + β3

12
)dx

= σ0 (
β

3
[x3]

a
2

−a
2

+ β3

12
[x]

a
2

−a
2
)

= σ0 (
a3β

12
+ aβ3

12
)

= 1

12
σ0aβ (a2 + β2)

= 1

2
m (a2 + β2)

όπου m = σ0aβ η µάζα της πλάκας.
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`Ασκηση 4.31

x

z

θo

(α) (β)

y x

y

θo

Σχήµα 4.31 Το χωρίο της Α`σκησης 4.31

Σύµϕωνα µε τον Ορισµό 4.3, η ϱοπή αδράνειας ως προς τον άξονα z του Σχήµατος 4.31 είναι

I =∬
D
(x2 + y2)σ0dxdy

οπότε ϑεωρώντας πολικές συντεταγµένες x = r cos θ και y = r sin θ στις οποίες το χωρίο D είναι

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ R και 0 ≤ θ ≤ θ0}

I = ∬
D′

r2σ0rdrdθ = σ0∫
θ0

0
dθ∫

R

0
r3dr

= σ0θ0
R4

4
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`Ασκηση 4.32

Λύση
Επειδή

x2 + y2 = Rx ⇔ (x − R

2
)
2

+ y2 = (R
2
)
2

το D είναι εσωτερικό κύκλου (ϐλ. Σχήµα 4.32) µε κέντρο το K (R
2
,0) και ακτίνα

R

2
,

x

R/2

R

y

Ο

Σχήµα 4.32 Το χωρίο της Α`σκησης 4.32

Σε πολικές συντεταγµένες

x = r cos θ, y = r sin θ, 0 ≤ r ≤ R

2
, 0 ≤ θ < 2π

η εξίσωση του χωρίου γίνεται

(r cos θ)2 + (r sin θ)2 ≤ Rr cos θ ⇔ r ≤ R cos θ,

`Αρα, το χωρίο D σε πολικές συντεταγµένες είναι

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ R cos θ, −π
2
≤ θ < π

2
}

(διότι r = R cos θ ≥ 0, για −π
2
≤ θ ≤ π

2
΄Ετσι,

m̄ = ∬
D
σdxdy =∬

D′
k
√
R2 − r2rdrdθ

= k∫
π
2

−π
2

[∫
R cos θ

0

√
R2 − r2rdr]dθ

= k∫
π
2

−π
2

−1
2

2

3
[
√
R2 − r2]

R cos θ

0
dθ

= −k
3
∫

π
2

−π
2

(
√
R2 −R2 cos2 θ −

√
R2)dθ

= −k
3
∫

π
2

−π
2

(R sin θ −R)dθ

= kR

3
[cos θ + θ]

π
2

−π
2
dθ

= πkR

3


