
Κεϕάλαιο 5

Τριπλά ολοκληρώµατα

`Ασκηση 5.1
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Σχήµα 5.1

Το χωρίο αυτό γράϕεται

A = {(x, y, z), 2 ≤ z ≤
√
8 − x2 − y2, (x, y) ∈D} (i)

όπου D η προβολή του A στο επίπεδο xy, που προκύπτει απαλείϕοντας το z από τις

x2 + y2 + z2 = 8 και z = 2

΄Αρα, για το D ισχύει

x2 + y2 + 22 = 8 ⇔ x2 + y2 = 4,

οπότε το D είναι το εσωτερικό του κύκλου στο επίπεδο xy που έχει κέντρο το Ο και ακτίνα 2.
Από την (i) φαίνεται ότι το Α είναι απλό ως προς z, οπότε ο όγκος του είναι

V = ∭
A
dxdydz

= ∬
D
(∫

√
8−x2−y2

2
dz)dxdy

= ∬
D
(
√
8 − x2 − y2 − 2)dxdy

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες

x = r cos θ και y = r sin θ

το χωρίο D γίνεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 2 και 0 ≤ θ ≤ 2π} ,

οπότε

1
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V = ∬
D′
(
√
8 − r2 − 2) rdrdθ

= ∫
2π

0
∫

2

0
(
√
8 − r2 − 2)drdθ

= ∫
2π

0
(π − 2)dθ

= 2π(π − 2)
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`Ασκηση 5.2

Το χωρίο A είναι απλό ως προς z, οπότε

I = ∬
D
[∫

(2−x2)

0
(2 − z)dz]dxdy

= ∬
D
[2z − z2

2
]
2−x2

0

dxdy

= ∬
D
[2 (2 − x2) − 1

2
(2 − x2)2]dxdy

= ∬
D
(2 − 1

2
x4)dxdy

όπου D η προβολή του Α στο επίπεδο xy, η οποία περικλείεται από τις γραµµές (ϐλ. Σχήµα 5.2)

x = 0, y = 0 και x + y = 1

D

1

1

Σχήµα 5.2

Το χωρίο D είναι απλό ως προς y, οπότε (ϐλ. Σχήµα 5.2)

I = ∫
1

0
[∫

1−x

0
(2 − 1

2
x4)dy]dx

= ∫
1

0
(2 − 1

2
x4) (1 − x)dx

= 59

60
.
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`Ασκηση 5.3
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Σχήµα 5.3

Από τον ορισµό των σϕαιρικών συντεταγµένων φαίνεται ότι σε σϕαιρικές συντεταγµένες το χωρίο A είναι
το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο

A′ = {(r, θ,φ) ∶ 0 ≤ r ≤ R,
π

2
≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π},

οπότε

∭
Aydxdydz

= ∭
A′

r sin θ sinφr2 sin θdrdθdφ

= ∫
2π

0
sinφdφ∫

π

π
2

sin2 θdθ∫
R

0
r3dr

= 0

αϕού ∫
2π

0
sinφdφ = 0.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΤΡΙΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 5

`Ασκηση 5.4

Το χωρίο Α είναι απλό ως προς z, οπότε

I = ∬
D
[∫

γ(1−x
a
− y

β

0
)zdz]dxdy

= ∬
D

1

2
[z2]γ(1−

x
a
− y

β
)

0
dxdy

= γ2

2
∬

D
(1 − x

a
− y

β
)
2

dxdy

όπου D η προβολή του χωρίου Α στο επίπεδο xy (ϐλ. Σχήµα 5.4).

D

β

α

Σχήµα 5.4

Το D είναι απλό ως προς y, οπότε

I = γ2

2
∫

a

0
[∫

β(1−x
a
)

0
(1 − x

a
− y

β
)
2

dy]dx

= γ2

2
∫

a

0
−β
3
(1 − x

a
)
3

dx

= βγ2

6

a

4
= aβγ2

24
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`Ασκηση 5.6

Το χωρίο Α είναι απλό ως προς z, οπότε

I = ∬
D
∫

1

0
(x + y + z)dzdxdy

= ∬
D
[(x + y)z + z2

2
]
1

0

dxdy

= ∬
D
(x + y + 1

2
)dxdy

όπου D η προβολή του Α στο επίπεδο xy, η οποία περικλείεται από τις γραµµές (ϐλέπε Σχήµα 5.6)

x = −1, x = 1, y = 0, y = x και y = −x

DD

-1 1

y=|x|

Σχήµα 5.6

Από το Σχήµα 5.6 φαίνεται ότι

I = I1 + I2 =∬
D1

(x + y + 1

2
)dxdy +∬

D2

(x + y + 1

2
)dxdy

= ∫
0

−1
[∫

−x

0
(x + y + 1

2
)dy]dx + ∫

1

0
[∫

x

0
(x + y + 1

2
)dy]dx

= ∫
0

−1
(−1

2
x2 − 1

2
x)dx + ∫

1

0
(3
2
x2 + 1

2
x)dx

= 1

12
+ 3

4
= 5

6
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`Ασκηση 5.7

Λύση
Επειδή το χωρίο Α περικλείεται από τα παραβολοειδή

z = 4 − x2 − y2 και z = 2(x2 + y2 − 4)
το Α γράϕεται ως

A = {(x, y, z) ∶ 2(x2 + y2 − 4) ≤ z ≤ 4 − x2 − y2, (x, y) ∈D},
και είναι απλό ως προς z.
`Ετσι,

V = ∭
A
dxdydz

= ∬
D
(∫

4−x2−y2

2(x2+y2−4)
dz)dxdy

= ∬
D
[4 − x2 − y2 − 2(x2 + y2 − 4)]dxdy

(i)

Στην περίπτωση αυτή η προβολή D του A στο επίπεδο xy είναι το χωρίο που περικλείεται από την
προβολή στο επίπεδο xy της γραµµής µε εξισώσεις

z = 2(x2 + y2 − 4) και z = 4 − x2 − y2 (ii)

κατά την οποία τέµνονται τα παραβολοειδή.
Η εξίσωση της προβολής στο επίπεδο xy της γραµµής αυτής προκύπτει απαλείϕοντας το z από τις

(ii). `Ετσι, προκύπτει

2(x2 + y2 − 4) = 4 − x2 − y2 ⇔ 3(x2 + y2) = 12 ⇔ x2 + y2 = 4,

οπότε το χωρίο D είναι το εσωτερικό του κύκλου µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 2.
`Ετσι, υπολογίζουµε το διπλό ολοκλήρωµα της (i)

I = ∬
D
(4 − r2 − 2r2 + 8) rdrdθ

= ∫
2π

0
dθ∫

2

0
(12 − 3r2)dr

= 2π ⋅ 16 = 32π
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`Ασκηση 5.8

Επειδή το Α είναι απλό ως προς z,
V = ∭

A
dxdydz

= ∬
D
[∫

(12−3x−4y)

1
dz]dxdy

= ∬
D
(12 − 3x − 4y − 1)dxdy,

όπου D το εσωτερικό της έλλειψης (ϐλ. Σχήµα 5.8)

D = {(x, y) ∶ x
2

4
+ y2 ≤ 1}

-1

1

-2 2

Σχήµα 5.8

Χρησιµοποιώντας ελλειπτικές συντεταγµένες

x = 2r cos θ, y = r sin θ, 0 ≤ θ < 2π,

το D γίνεται το ορθογώνιο

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r < 1, 0 ≤ θ < 2π},

οπότε (η Ιακωβιανή των σχέσεων που δίνουν αυτές τις ελλειπτικές συντεταγµένες είναι 2 ⋅ 1r = 2r)

I = ∫
1

0
[∫

2π

0
(11 − 6r cos θ − 4r sin θ)2rdθ]dr

= ∫
1

0
44πrdr

= 22π

(αϕού ∫
2π

0
cos θdθ = ∫

2π

0
sin θdθ = 0).
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`Ασκηση 5.9

Το Α είναι απλό ως προς z, οπότε ο όγκος του είναι

V = ∭
A
dxdydz

= ∬
D
[∫

(x2+y2)

0
dz]dxdy

= ∬
D
(x2 + y2)dxdy,

όπου D η προβολή στο επίπεδο xy, η οποία περικλείεται από τις γραµµές

x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0

οπότε είναι τεταρτοκύκλιο ακτίνας 1 µε κέντρο την αρχή των αξόνων (στο α΄ τεταρτηµόριο )(ϐλ. Σχήµα
5.9)

1

1O

Σχήµα 5.9

΄Ετσι, χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες

x = r cos θ, y = r sin θ

το D είναι το ορθογώνιο

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ < π

2
}

οπότε

I = ∫
π
2

0
[∫

1

0
r2rdr]dθ

= ∫
π
2

0
[r

4

4
]
1

0

dθ

= (π
2
)
4 1

4
= π4

32
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`Ασκηση 5.10

Το χωρίο αυτό είναι απλό ως προς z, οπότε

V = ∭
A
dxdydz

= ∬
D
[∫

(4−y2)

0
dz]dxdy

= ∬
D
(4 − y2)dxdy,

(i)

όπου D το χωρίο του επιπέδου xy που περικλείεται από τις γραµµές

y = x2

2
και 4 − y2 = 0 ⇔ y = ±2

όπου η 4 − y2 = 0 προκύπτει απαλείϕοντας το z από τις εξισώσεις των δύο επιϕανειών.

D

y=x2/2
y=2

-2 2

Σχήµα 5.10

Το D είναι απλό ως προς y, οπότε σύµϕωνα µε το Σχήµα 5.10

I = ∫
2

−2
[∫

2

x2

2

(4 − y2)dy]dx

= ∫
2

−2
(x

6

24
− 2x2 + 16

3
)dx

= 256

51
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`Ασκηση 5.11

θ=π/4

Σχήµα 5.11

Η µάζα του χωρίου αυτού είναι

m =∭
A
ρdxdydz =∭

A
kzdxdydz (i)

Σε σϕαιρικές συντεταγµένες το χωρίο αυτό είναι (αϕού το ηµιάνοιγµσ του κώνου είναι θ0 =
π

4
)

A = {(r, θ,φ) ∶ 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π

4
και 0 ≤ φ ≤ 2π},

οπότε χρησιµοποιώντας σϕαιρικές συντεταγµένες η (i) δίνει

m = k∫
2π

0
∫

π
4

0
∫

a

0
r cos θr2 sin θdrdθdφ

= k∫
2π

0
dφ∫

π
4

0
cos θ sin θdθ∫

a

0
r3dr

= k2π
1

2
∫

π
4

0
sin 2θdθ [r

4

4
]
a

0

= kπ

2
[− cos 2θ]

π
4
0

a4

4

= kπa4

8
(− cos(2 ⋅ π

4
) + cos θ)

= kπa4

8

∭
A
xdxdydz = ∫

2π

0
∫

π
4

0
∫

a

0
r sin θ cosφkr cos θr2 sin θdrdθdφ

= k∫
2π

0
cosφdφ∫

π
4

0
sin2 θ cos θdθ∫

a

0
r4dr

= 0

αϕού ∫
2π

0
cosφdφ = 0

Επίσης,

∭
A
ydxdydz = ∫

2π

0
∫

π
4

0
∫

a

0
r sin θ sinφkr cos θr2 sin θdrdθdφ

= k∫
2π

0
sinφdφ∫

π
4

0
sin2 θ cos θdθ∫

a

0
r4dr

= 0

αϕού ∫
2π

0
sinφdφ = 0
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∭
A
zρdxdydz = ∭ kz2dxdydz

= k∫
2π

0
∫

π
4

0
∫

a

0
(r cos θ)2r2 sin θddrdθdφ

= k∫
2π

0
dφ∫

π
4

0
cos2 θ sin θdθ∫

a

0
r4dr

= k2π∫

√
2

2

1
−t2dt [r

5

5
]
a

0

= 2kπ [− t
3

3
]

√
2

2

1

a5

5

= 2kπa5

15
[−(
√
2

2
)3 − (−1)]

= 2kπa5

15
(1 −

√
2

4
)

’ρα, το κέντρο µάζας του χωρίου αυτού έχει συντεταγµένες

xc = 0, yc = 0

και

zc =
∭

A
zρdxdydz

m

=

2kπa5

15
(1 −

√
2

8
)

kπa4

8

= 16

15
(1 −

√
2

4
)a

οπότε είναι το σηµείο

(0,0, 16
15
(1 −

√
2

4
)a).
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`Ασκηση 5.12

V =∭
A
dxdydz

όπου

A = {(x, y, z) ∶ 0 ≤ z ≤ x3

a2
και (x, y) ∈D}

x

R

-R

R

y

Ο

Σχήµα 5.12

Το χωρίο D (προβολή του Α στο επίπεδο xy) περικλείεται από τον κύκλο (ϐλ. Σχήµα 5.12)

x2 + y2 = R2, µε x ≥ 0,

οπότε σε πολικές συντεταγµένες το D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ R και − π

2
≤ θ ≤ π

2
}

΄Ετσι, το Α είναι απλό ως προς z, οπότε

V = ∬
D

⎛
⎝∫

x3

a2

0
dz
⎞
⎠
dxdy

= ∬
D

x3

a2
dxdy

= 1

a2
∬

D′
(r cos θ)3rdrdθ

= 1

a2
∫

π
2

−π
2

cos3 θdθ∫
R

0
r4dr

= 1

a2
4

3

R5

5
= 4R5

15a2
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`Ασκηση 5.13

Χρησιµοποιώντας ελλειπτικές συντεταγµένες

x = ar sin θ cosφ, y = βr sin θ sinφ, z = γar cos θ, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π
µάζα του ελλειψοειδούς Α είναι

m = ∭
A
ρ0dxdydz

= ρ0∭
A′

D(x, y, z)
D(r, θ,φ)

r2 sin θdrdθdφ

= ρ0∫
2π

0
(∫

π

0
∫

1

0
aβγr2 sin θdr)dθ)dφ

= ρ0aβγ ∫
2π

0
dφ∫

π

0
sin θdθ∫

1

0
r2dr

= ρ0aβγ ⋅ 2π ⋅ 2 ⋅
1

3
ρ0

= 4π

3
aβγ.

ϐ)

I0 = ∭
A
(x2 + y2 + z2)ρ0dxdydz

= ρ0∭
A′

r2aβγr2 sin θdrdθdφ

= ρ0aβγ ∫
2π

0
dφ∫

π

0
sin θdθ∫

1

0
r4dr

= ρ0aβγ2π2 ⋅
1

5

= 4π

5
ρ0aβγ
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`Ασκηση 5.14

Το χωρίο Α γράϕεται
A = {(x, y, z) ∶ 0 < z < xy, x, y ∈D},

οπότε είναι απλό ως προς z. ΄Ετσι

V = ∭
A
dxdydz

= ∬
D
(∫

xy

0
dz)dxdy

= ∬
D
xydxdy

(i)

Το χωρίο D του επιπέδου xy περικλείεται από:
▸ Τη γραµµή (ευθεία)

x + y = 2
▸ Τις γραµµές που προκύπτουν απαλείϕοντας το z από τις επιϕάνειες

z = xy και z = 0
δηλαδή

xy = 0 ⇔ x = 0 ή y = 0.

΄Ετσι, προκύπτει το χωρίο D του Σχήµατος 5.14.

x

2

2

y

Ο

Σχήµα 5.14

Το D γράϕεται

D = {(x, y) ∶ 0 < y < 2 − x, 0 < x < 2}
οπότε είναι απλό ως προς y. ΄Ετσι, η (i) δίνει

V = ∫
2

0
x(∫

2−x

0
ydy)dx

= ∫
2

0
x
(2 − x)2

2
dx

= 2

3
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`Ασκηση 5.16

Χρησιµοποιώντας σϕαιρικές συντεταγµένες r, θ,φ µε

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ + 1

στις οποίες το υπόριζο του παρονοµαστή γίνεται r2, η εξίσωση σϕαίρας δίνει

x2 + y2 + z2 = 1 ⇔ r2 sin2 θ + r2 cos θ + 1 + 2r cos θ = 1

⇔ r2 = −2r cos θ

⇔ r = −2 cos θ
οπότε το χωρίο Α στις συντεταγµένες αυτές γίνεται

D′ = {(r, θ,φ) ∶ 0 ≤ r ≤ −2 cos θ, 0 ≤ θ < π, 0 ≤ φ < 2π}.

΄Ετσι, από την Παρατήρηση 5.5, προκύπτει ότι

I = ∭
D′

1√
r2

r2 sin θdrdθdφ

= ∫
2π

0
dφ∫

π

0
[∫

−2 cos θ

0
r sin θdr]dθ

= 2π∫
π

0

sin θ

2
[r2]−2 cos θ

0
dθ

= 4π∫
π

0
sin θ cos2 θdθ

= 4π∫
−1

1
t2(−dt)

= 4π
2

3
= 8π

3
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`Ασκηση 5.17

Το χωρίο Α γράϕεται

A = {(x, y, z) ∶ 1 − y < z <
√
5 − x2 − y2, (x, y) ∈D}

όπου D η προβολή του στο επίπεδο xy. ΄Ετσι, το A είναι απλό ως προς z, οπότε

I = ∭
A
xzdxdydz

= ∬
D
(∫

√
5−x2−y2

1−y
xzdz)dxdy

= ∬
D
x [z

2

2
]

√
5−x2−y2

1−y

= 1

2
∬

D
x [5 − x2 − y2 − (1 − y)2]dxdy

= 1

2
∬

D
x(4 − x2 − 2y2 + 2y)dxdy

Το χωρίο D περικλείεται από τη γραµµή του επιπέδου xy που προκύπτει απαλείϕοντας το z από τις
επιϕάνειες

y + z = 1 και x2 + y2 + z2 = 5,
οπότε προκύπτει

x2 + y2 + (1 − y)2 = 5 ⇔ x2 + 2y2 − 2y + 1 = 5

⇔ x2 + 2[y2 − 21
2
y + (1

2
)
2

] = 4 + 1

2

⇔ x2 + 2(y − 1

2
)
2

= 9

2

⇔ x2

( 3√
2
)
2
+
(y − 1

2
)
2

(3
2
)
2
= 1

(ii)

΄Αρα, το D είναι το εσωτερικό της έλλειψης (ii) του Σχήµατος 5.17.

x

-1

1/2

2

y

Ο

Σχήµα 5.17

οπότε χρησιµοποιούµε ελλειπτικές συντεταγµένες

x = 3√
2
r cos θ και y = 3

2
r sin θ + 1

2

στις οποίες το D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ θ ≤ 2π}
΄Ετσι,
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I = 1

2
∫

2π

0
∫

1

0

3√
2
r cos θ

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
4 − ( 3√

2
r cos θ)

2

− 2(3
2
r sin θ + 1

2
)
2

+ 2(3
2
r sin θ + 1

2
)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

3√
2

3

2
rdrdθ

= 1

2
( 3√

2
)
2
3

2

4

15
∫

2π

0
cos θdθ

= 0
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`Ασκηση 5.18

Χρησιµοποιώντας σϕαιρικές συντεταγµένες r, θ,φ, όπου

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ

το χωρίο αυτό γράϕεται

A′ = {(r, θ,φ) ∶ R1 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ θ < π

2
, 0 ≤ φ < 2π}

οπότε

I = ∭
A′
(r2 sin2 θ cos2φ + r2 sin2 θ sin2φ) r2 sin θdrdθdφ

= ∭
A′

r4 sin3 θdrdθdφ

= ∫
2π

0
dφ∫

π
2

0
sin3 θdθ∫

R2

R1

r4dr

= 2π
2

3

1

5
(R5

2 −R5
1)

= 4π(R5
2 −R5

1)
15
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`Ασκηση 5.19

m = ∭
A
ρdxdydz

= ∭
A′

k ∣r sin θ cosφr sin θ sinφ∣ r2 sin θdrdθdφ

= k∫
2π

0
∣cosφ sinφ∣dφ∫

π
2

0
sin3 θdθ∫

R

0
r4dr

= k2 ⋅ 2
3

R5

5
= 4kR5

5

xc =
1

m
∭

A
xρdxdydz

= 1

m
∭

A′
r sin θ cosφk ∣r sin θ cosφr sin θ sinφ∣ r2 sin θdrdθdφ

= k

m
∫

2π

0
∣ cosφ sinφ∣ cosφdφ∫

π
2

0
sin4 θdθ∫

R

0
r5dr

= 0

yc =
1

m
∭

A
yρdxdydz

= 1

m
∭

A′
r sin θ sinφk∣r sin θ cosφr sin θ sinφ∣r2 sin θdrdθdφ

= k

m
∫

2
π

0
∣ cosφ sinφ∣ sinφdφ∫

π
2

0
sin4 θdθ∫

R

0
r5dr

= 0

(ϑέτοντας t = cosφ ή t = sinφ τα παραπάνω ολοκληρώµατα ως προς φ προκύπτουν µηδέν, αϕού τα δύο
όρια τους είναι ίσα).
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`Ασκηση 5.20

y

z

(δ)

h

x

Σχήµα 5.20

Το τετράγωνο της απόστασης ενός σηµείου P (x, y, z) από την ευθεία (δ) (x = 0, z = h) είναι

d2 = x2 + (h − z)2

οπότε η ϱοπή αδράνειας του κώνου Ω ως προς την (δ) είναι (ρ η σταθερή πυκνότητα)

I =∭
Ω
[x2 + (h − z)2]ρdxdydz (i)

όπου

Ω = {(x, y, z) ∶ h

R

√
x2 + y2 ≤ z ≤ h, (x, y) ∈D}

το απλό ως προς z χωρίο και D η προβολή του Ω στο επίπεδο x, y που είναι ο κύκλος

D = {(x, y) ∶ x2 + y2 ≤ R2}

που σε πολικές συντεταγµένες είναι

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ < 2π}

΄Ετσι, η (i) γίνεται

I = ρ∬
D
(∫

h

h
R

√
x2+y2

[x2 + (h − z)2]dz)dxdy

= ρ∬
D
(∫

h

h
R

√
x2+y2

(x2 + h2 − 2hz + z2)dz)dxdy

= ρ∬
D
[(x2 + h2)z − hz2 + z3

3
]
h

h
R

√
x2+y2

dxdy

= ρ∬
D
{(x2 + h2)(h − h

R

√
x2 + y2) − x [h2 − h2

R2
(x2 + y2)] + 1

3
[h3 − h3

R3
(x2 + y2)

3
2 ]}dxdy

Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες



22 §

I = ρ∬
D′
[(r2 cos2 θ + h2)(h − h

R
r) − r cos θ (h2 − h2

R2
r2) + 1

3
(h3 + h3

R3
r3)] rdrdθ

= ρ∫
2π

0
[∫

R

0
(h cos2 θr3 − h

R
cos2 θr4 + h3r − h3

R
r2 − h2 cos θr2 + h2

R2
cos θr4 + 1

3
h3r + h3

3R3
r4)dr]dθ

= ρ∫
2π

0
(h cos2 θR

4

4
− h

R
cos2 θ

R5

5
+ h3R

2

2
− h3

R

R3

3
− h2 cos θR

3

3
+ h2

R2
cos θ

R5

5
+ h3R2

6
+ h3

R3

R5

15
)dθ

= ρ∫
2π

0
[hR

4

20
cos2 θ + 6

15
h3R2 − 2

15
h2R3 cos θ]dθ

= ρ [hR
4

20
∫

2π

0
cos2 θdθ + 6

15
h3R2∫

2π

0
dθ − 2

15
h2R3∫

2π

0
cos θdθ]

= ρ(hR
4

20
π + 6

15
h3R22π)

= ρhR2π

5
(R

2

4
+ 4h2)

Η µάζα του κώνου είναι

m = ρV = ρ1
3
πR2h

οπότε πρhR2 = 3m
΄Ετσι,

I = 3m

5
(R

2

4
+ 4h2)
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`Ασκηση 5.21

Από τον ορισµό των σϕαιρικών συντεταγµένων φαίνεται ότι σε σϕαιρικές συντεταγµένες το χωρίο A είναι
το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο

A′ = {(r, θ,φ) ∶ 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π},
οπότε

I =∭
A∣z∣dxdydz

= ∭
A′
∣r cos θ∣ r2 sin θdrdθdφ

= ∫
2π

0
∣dφ∫

π

0
∣ cos θ∣ sin θdθ∫

R

0
r3dr

= 2π ⋅ 1 ⋅ R
4

4

= πR4

2
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`Ασκηση 5.22

D

Α

x

y

z

Σχήµα 5.22

Το χωρίο αυτό (εντός της σϕαίρας και εκτός του παραβολοειδούς) γράϕεται

A = {(x, y, z) ∶ 1

2
(R − x2 + y2

R
) ≤ z ≤

√
R2 − x2 − y2, x, y ∈D}

όπου D η προβολή του Α στο επίπεδο xy, που είναι το εσωτερικό κύκλου µε κέντρο το Ο και ακτίνα R.
Το Α είναι απλό ως προς z, οπότε χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες για τον υπολογισµό του διπλού
ολοκληρώµατος

V = ∭
A
dxdydz

= ∬
D

⎛
⎝∫

√
R2−x2−y2

1
2
(R−x2+y2

R
)
dz
⎞
⎠
dxdy

= ∬
D
[
√
R2 − x2 − y2 − 1

2
(R − x2 + y2

R
)]dxdy

= ∫
2π

0
∫

R

0
[
√
R2 − r2 − 1

2
(R − r2

R
)] rdrdθ

= ∫
2π

0
dθ∫

R

0
(r
√
R2 − r2 − R

2
r + 1

2R
r3−)dr

= 2π
5R3

24
= 5πR3

12
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`Ασκηση 5.24

Το χωρίο αυτό Α είναι απλό ως προς z, οπότε

V = ∭
A
dxdydz =∬

D
[∫

4−y2

2+y2
dz]dydz

= ∬
D
[4 − y2 − (2 + y2)]dydz =∬

D
(2 − 2y2)dydz

(i)

όπου D η προβολή του Α στο επίπεδο xy

Απαλείϕοντας το z από τις εξισώσεις των δύο επιϕανειών προκύπτει

4 − y2 = 2 + y2 ⇔ y2 = 1 ⇔ y = ±1,

οπότε ο D είναι το ορθογώνιο του Σχήµατος 5.24.

y

2

D

Ο-1 x

1

-1

Σχήµα 5.24 Το χωρίο της Α`σκησης 4.24

΄Ετσι η (i) γίνεται

V = 2∫
2

−1
[∫

1

−1
(1 − y2)dy]dx = 2∫

2

−1

4

3
dx = 8.


