
Κεϕάλαιο 6

Επικαµπύλια ολοκληρώµατα

`Ασκηση 6.1

z
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Σχήµα 6.1

x′ = −3 sin θ, y′ = 3 cos θ και z′ = 0
οπότε

∫
c
zyds = ∫ −2 ⋅ 3 sin θ

√
(−3 sin θ)2 + (3 cos θ)2dθ

= −6∫
2π

0
sin θ ⋅ 3

√
2dθ = 0

1
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`Ασκηση 6.2

xO

1

y

2

A

Σχήµα 6.2

Η µέση τιµή της συνάρτησης f(x, y) στο ΟΑ είναι

f̄ = 1

L
∫
OA

fds, (i)

όπου, όπως προκύπτει από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα

L =
√
1 + 22 =

√
5.

Το ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ έχει καρτεσιανή εξίσωση

x = 2y, 0 < y < 1
οπότε x′ = 2
και

∫
OA

fds = ∫
1

0
f(x(y), y)

√
1 + [x′(y)]2dy

= ∫
1

0
(2y + y2)

√
1 + 22dy

=
√
5(1 + 1

3
) = 4

√
5

3

΄Ετσι, η (i) δίνει

f̄ =

4
√
5

3√
5
= 4

3
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`Ασκηση 6.3
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Σχήµα 6.3

Η µέση τιµή της f στον κύκλο c είναι

f̄ = 1

L
∮
c
fds (i)

όπου L = π ⋅ 32 = 9π
το µήκος του κύκλου.
Επειδή

x′ = −3 sin θ, y′ = 0 και z′ = 3 cos θ

∮
c
fds = ∫

2π

0
(3 sin θ − 5)

√
(−3 sin θ)2 + 02 + (3 cos θ)2dθ

= ∫
2π

0
(3 sin θ − 5)3

√
2dθ

= 3
√
2(−10π) = −30

√
2π

΄Ετσι η (i) δίνει,

f = −30
√
2π

9π
= −10

√
2

3
.
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`Ασκηση 6.4

x

3

2

Β

Α

y

Ο

D

Σχήµα 6.4

Αν F⃗ = xĵ,
σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Green

∮
c
F⃗ ⋅ dr⃗ =∬

D

∂

∂x
(x)dxdy =∬

D
dxdy = εµβαδό του D

όπου D το χωρίο που περικλείεται από το c το οποίο είναι ορθογώνιο τρίγωνο εµβαδού (ϐλέπε σχήµα)

E = 1

2
⋅ 2 ⋅ 3 = 3,

οπότε
∮
c
F⃗ ⋅ dr⃗ = 3
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`Ασκηση 6.5

Τα σηµεία Α και Β αντιστοιχούν στις τιµές t1 = 0 και t2 = π,

x′ = − sin t και y′ = cos t z′ = t
οπότε το µήκος του τόξου ΑΒ είναι

L = ∫
AB

ds = ∫
π

0

√
(− sin t)2 + cos2 t + t2dt

= ∫
π

0

√
1 + t2dt

= a sinh(π)
2

+ π

2

√
π2 + 1
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`Ασκηση 6.6

x

Β

Α

y

Ο

Σχήµα 6.6

Επειδή η εξίσωση του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ είναι

x = a(1 − y

β
) , 0 ≤ y ≤ β

ισχύει

x′(y) = −a
β

οπότε

∫
c
xdy = ∫

β

0
a(1 − y

β
)(−a

β
)dy

= −a
2

β
∫

β

0
(1 − y

β
)dy

= −a
2

β

β

2
= −a

2
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`Ασκηση 6.7

z
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1

1

Β
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Σχήµα 6.7

I = ∮
c
yzds = ∫

AB
yzds + ∫

BO
yzds + ∫

OA
yzds (i)

το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ έχει εξισώσεις

y + z = 1 και x = 0
οπότε έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = 0, y = t και z = 1 − t, 0 ≤ t ≤ 1
οπότε για το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ

ds =
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 =

√
0 + 12 + (−1)2dt =

√
2dt

οπότε

∫
AB

yzds = ∫
1

0
t(1 − t)

√
2dt =

√
2
1

6
Το ευθύγραµµο τµήµα ΒΟ έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = 0, y = 0, z = t, 0 ≤ t ≤ 1
οπότε

∫
BO

yzds = ∫ 0ds = 0

Στο ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ, z = 0, οπότε

∫
OA

yzds = ∫ 0ds = 0

΄Ετσι η (i) δίνει

I =
√
2

6
+ 0 + 0 =

√
2

6
.
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`Ασκηση 6.8

Το ηµικύκλιο έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = a cos θ και y = a sin θ, 0 ≤ θ ≤ π
οπότε

ẋ = −a sin θ και ẏ = a cos θ
`Αρα,

∫
c

y2dx − x2dy
x2 + y2

= ∫
π

0

(a sin θ)2(−a sin θ) − (a cos θ)2a cos θ
(a cos θ)2 + (a sin θ)2

dθ

= −a∫
π

0
(sin3 θ + cos3 θ)dθ

= −a ⋅ 4
3
= −4a

3
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`Ασκηση 6.9

Σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Green

I =∬
D

x√
x2 + y2

dxdy = ∮
∂D

F⃗ ⋅ dr⃗,

όπου F⃗ = P (x, y) î +Q(x, y) ĵ
διανυσµατική συνάρτηση για την οποία ισχύει

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= x√

x2 + y2
. (i)

Θέτοντας P (x, y) = 0 από την (i) προκύπτει ότι
∂Q

∂x
= x√

x2 + y2
,

Q(x, y) = ∫
x√

x2 + y2
dx + g(y) =

√
x2 + y2 + g(y).

Εποµένως, (ϑέτοντας g(y) = 0) για τη συνάρτηση

F⃗ (x, y) = P (x, y)̂i +Q(x, y)ĵ =
√
x2 + y2 ĵ

ισχύει
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= x√

x2 + y2
,

οπότε, σύµϕωνα µε το Θεώρηµα Green,

I = ∮
∂D

F⃗ ⋅ dr⃗ = ∮
∂D

√
x2 + y2 ĵ ⋅ dr⃗ (i)

όπου ∂D το σύνορο του D, το αποτελείται απο το τεταρτοκύκλιο c ακτίνας 1 µε κέντρο την αρχή των
αξόνων του οποίου παραµετρικές εξισώσεις είναι

x = cos θ, y = sin θ, 0 ≤ θ ≤ π

2µε
ẋ = − sin θ, ẏ = cos θ

και από τα ευθύγραµµα τµήµατα
OA ∶ (x,0), 0 ≤ x ≤ 1

και
BO ∶ (0, y), 0 ≤ y ≤ 1

Ετσι, η (i) γίνεται (για τα σηµεία του τεταρτοκύκλιου c ισχύει
√
x2 + y2 =

√
cos2 θ + sin2 θ = 1

και στο ΟΑ, dy = 0, αϕου y = 0)

I = ∫
OA

√
x2 + y2 ĵ ⋅ dr⃗ + ∫

c

√
x2 + y2 ĵ ⋅ dr⃗ + ∫

BO

√
x2 + y2 ĵ ⋅ dr⃗

= ∫
OA

√
x2 + 02dy + ∫

π
2

0
cos θdθ + ∫

0

1
ydy

= 0 + [sin θ]
π
2
0 + [

y2

2
]
0

1

= 1 − 1

2

= 1

2
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`Ασκηση 6.10

Επειδή

ẋ = a(1 − cos t) και ẏ = a sin t

∫
c
(2a − y)dx + (y − a)dy = ∫

2π

0
{[2a − a(1 − cos t)]a(1 − cos t) + [a(1 − cos t) − a]a sin t}dt

= ∫
2π

0
[a(1 + cos t)(1 − cos t) − a2 cos t sin t]dt

= a2∫
2π

0
(1 − cos2 t − sin t cos t)dt

= a2π
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`Ασκηση 6.11
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Σχήµα 6.11

α)

x2 + y2 = 4y ⇔ x2 + y2 − 2 ⋅ 2y + 22 = 22 ⇔ x2 + (y − 2)2 = 22

οπότε ο κύκλος αυτός έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = 2 cos θ, y = 2 + 2 sin θ και z = 2, 0 ≤ θ ≤ 2π,

`Αρα,

ẋ = −2 sin θ, ẏ = 2 cos θ και ż = 0

και

x2 + y2 + z2 = (2 cos θ)2 + (2 sin θ)2 + 22 = 8

΄Ετσι,

I = ∫
2π

0
[2 cos θ

83
(−2 sin θ) + (2 + 2 sin θ)2 cos θ

83
+ 0]dθ

= 1

128
∫

2π

0
[− cos θ sin θ) + (1 + sin θ) cos θ]dθ

= 1

128
⋅ 0 = 0

ϐ) Ο κύκλος αυτός έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = cos θ, y = sin θ και z = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π

οπότε

ẋ = − sin θ, ẏ = cos θ και ż = 0

και x2 + y2 + z2 = cos2 θ + sin2 θ + 0 = 1.

΄Ετσι,

I = ∫
2π

0
[cos θ

13
(− sin θ) + sin θ

13
cos θ + 0]dθ

= 0

γ) Για τη γραµµή ΑΒΓ,

I = ∫
AB

F⃗ dr⃗ + ∫
BΓ

F⃗ ⋅ dr⃗ (i)

Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ έχει καρτεσιανές εξισώσεις

y + z = 1 και x = 0

οπότε έχει παραµετρτικές εξισώσεις

x = 0, y = t και z = 1 − t, 0 ≤ t ≤ 1

΄Ετσι,
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∫
AB

F⃗ ⋅ dr⃗ = ∫
1

0
{0 + t

[t2 + (1 − t)2]3
+ 1 − t
[t2 + (1 − t)2]3

}dt

= 3π

4
+ 2

Το ευθύγραµµο τµήµα BΓ έχει καρτεσιανές εξισώσεις

x + z = 1 και y = 0,

οπότε έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = t, y = 0 και z = 1 − t, 0 ≤ t ≤ 1.

΄Ετσι, όπως παραπάνω, προκύπτει

∫
BΓ

F⃗ ⋅ dr⃗ = 3π

4
+ 2

οπότε
I = ∫

AB
F⃗ ⋅ dr⃗ + ∫

BΓ
F⃗ ⋅ dr⃗

= 3π

4
+ 2 + 3π

4
+ 2 = 3π

2
+ 4
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`Ασκηση 6.12
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Σχήµα 6.12

Αν a⃗ = î+ ĵ + k̂ και β⃗ = 2̂i+ 3ĵ + 4k̂ τα διανύσµατα ϑέσης των σηµείων Α και Β, το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ
έχει διανυσµατική εξίσωση (ϐλ. Παράδειγµα 3.8)

r⃗ = ta⃗ + (1 − t)β⃗, 0 ≤ t ≤ 1

= t(̂i + ĵ + k̂) + (1 − t)(2̂i + 3ĵ + 4k̂)

= (2 − t)̂i + (3 − 2t)ĵ + (4 − 3t)k̂
οπότε το ΑΒ έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = 2 − t, y = 3 − 2t και z = 4 − 3t, 0 ≤ t ≤ 1
΄Ετσι,

ẋ = −1, ẏ = −2 και ż = −3
οπότε

I = ∫
1

0
[(2 − t)(−1) + (3 − 2t)(−2) + (2 − t + 3 − 2t − 1)(−3)]dt

= ∫
1

0
(14t − 20)dt = −13
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`Ασκηση 6.13

Λύση
Από τις καρτεσιανές εξισώσεις της γραµµής c προκύπτει

x2 + y2 + (1 − x)2 = 5 ⇔ x2 + y2 + 1 + x2 − 2x = 5

⇔ 2(x2 − x) + y2 = 4

⇔ 2[x2 − 21
2
x + (1

2
)
2

] + y2 = 4 + 1

2

⇔ 2(x − 1

2
)
2

+ y2 = 9

2

⇔
2(x − 1

2
)
2

9

2

+ y2

1

2

= 1

⇔
(x − 1

2
)
2

9

4

+ y2

1

2

= 1

x
-1 1/2 2

y

Ο

Σχήµα 6.13

΄Αρα, η C είναι έλλειψη του Σχήµατος 6.13, οπότε έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = 1

2
+ 3

2
cos θ, y = 1√

2
sin θ και z = 1 − (1

2
+ 3

2
cos θ) = 1

2
− 3

2
cos θ, 0 ≤ θ ≤ 2π

οπότε

ẋ = −3
2
sin θ, ẏ = 1√

2
cos θ και ż = 3

2
sin θ

΄Ετσι,

∫
c
(xî − zĵ) ⋅ dr⃗ = ∫

2π

0
[(1

2
+ 3

2
cos θ)(−3

2
sin θ) − (1

2
− 3

2
cos θ) 3

2
sin θ]dθ

= −3
2
∫

2π

0
sin θdθ

= 0
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`Ασκηση 6.14

Λύση
Επειδή

ẋ = −R sin θ, ẏ = R cos θ και ż = a

π

I = ∫
π

0
[R sin θ ⋅ aθ

π
(−R sin θ) + aθ

π
R cos θR cos θ +R cos θR sin θ

a

π
]dθ

= R2a

π
∫

π

0
(θ sin2 θ + θ cos2 θ + sin θ cos θ)dθ

= R2a

π
⋅ 0 = 0
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`Ασκηση 6.15

c

Σχήµα 6.15

I = ∫
OA

F⃗ ⋅ dr⃗ + ∫
AB

F⃗ ⋅ dr⃗ + ∫
BO

F⃗ ⋅ dr⃗ (i)

Το ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = t και y = 0, όπου 0 ≤ t ≤ 1
οπότε

ẋ = 1 και ẏ = 0
΄Ετσι,

∫
OA

F⃗ ⋅ dr⃗ = ∫
1

0
[(t ⋅ 0 − t2)1 + t2 ⋅ 0]dt

= ∫
1

0
−t2dt

= −1
3

Το τόξο ΑΒ έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = cos θ και y = sin θ, όπου 0 ≤ θ ≤ π

4
οπότε

ẋ = − sin θ και ẏ = cos θ
΄Ετσι,

∫
AB

F⃗ ⋅ dr⃗ = ∫
π
4

0
[(cos θ sin θ − cos2 θ)(− sin θ) + cos2 θ sin θ cos θ]dθ

= ∫
π
4

0
(− cos θ sin2 θ + cos2 θ sin θ + cos3 θ sin θ)dθ

= −
√
2

12
+ 1

3
−
√
2

12
+ 3

16

= 25

48
−
√
2

6

Το ευθύγραµµο τµήµα ΒΟ έχει καρτεσιανή εξίσωση

y = x,

οπότε έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = t και y = t, 0 ≤ t ≤ 1.

΄Ετσι,

ẋ = 1 και ẏ = 1
οπότε
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∫
BO

F⃗ ⋅ dr⃗ = ∫
0

1
[(t ⋅ t − t2) ⋅ 1 + t2 ⋅ t ⋅ 1]dt

= ∫
0

1
t3 = −1

4
΄Ετσι, η (i) δίνει

I = −1
3
+ 25

48
−
√
2

6
− 1

4
= − 1

16
−
√
2

6
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`Ασκηση 6.16

Σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Green

∮ [(2xy − y)dx + x2dy] = ∬
D

∂

∂x
(x2) − ∂

∂y
(2xy − y)dxdy

= ∬
D
[2x − (2x − 1)]dxdy

= ∬
D
dxdy

= εµβαδό του D

όπου D το χωρίο που περικλείει τη γραµµή c.
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`Ασκηση 6.17

Από τις εξισώσεις της c προκύπτει

x2 + (2 − x)2 + z2 = 2x + 2(2 − x) ⇔ x2 + 4 + x2 − 4x + z2 = 4

⇔ 2(x2 − 2x) + z2 = 0

⇔ 2(x2 − 2x + 1) + z2 = 2

⇔ 2(x − 1)2 + z2 = 2

⇔ (x − 1)2 + z2

2
= 1

οπότε η c είναι έλλειψη µε παραµετρικές εξισώσεις

x = 1 + cos θ, y = 2 − (1 + cos θ) = 1 − cos θ, z =
√
2 sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π

΄Ετσι,

ẋ = − sin θ, ẏ = sin θ και ż =
√
2 cos θ

οπότε

I = ∫
2π

0
[(1 − cos θ)(− sin θ) +

√
2 sin θ sin θ + (1 + cos θ)

√
2 cos θ]dθ

= ∫
2π

0
(− sin θ + sin θ cos θ +

√
2 sin2 θ +

√
2 cos θ +

√
2 cos2 θ)dθ

= 2
√
2π
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`Ασκηση 6.18

x

y

Ο 1-1

πΑ

π/2 Β

Σχήµα 6.18

Επειδή
∂

∂y
(ex sin y) = ex cos y

∂

∂x
(ex cos y) = ex cos y,

ισχύει
∂

∂y
(ex sin y) = ∂

∂x
(ex cos y),

οπότε η συνάρτηση

F⃗ = ex sin y î + ex cos y k̂,

είναι συντηρητική και η αντίστοιχη συνάρτηση δυναµικής ενέργειας U(x, y, z) για την οποία

F⃗ = ∇⃗U ,

είναι η

U = ∫
x

0
et sin ydt + ∫

y

0
e0 cos tdt

= [et]x
0
sin y + [sin t]y0

= (ex − 1) sin y + sin y

= ex sin y

`Ετσι,

∫
OAB

[ex sin ydx + ex cos ydy] = ∫
OAB

F⃗ ⋅ dr⃗

= U(B) −U(O)

= e1 sin
π

2
− e0 sin 0 = e sin π

2
= e
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`Ασκηση 6.19

z

Σχήµα 6.19

Το ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = 0, y = 0, z = t, 0 ≤ t ≤ 1,

οπότε

I1 = ∫
OA

F⃗ dr⃗ = ∫
1

0
(0 + 0 + t ⋅ 1)dt = [ t

2

2
]
1

0

= 1

2

Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = t, y = t, z = 1, 0 ≤ t ≤ 1,

οπότε

ẋ = 1, ẏ = 1, ż = 0

και

I2 = ∫
AB

F⃗ ⋅ dr⃗

= ∫
1

0
(t ⋅ 1 ⋅ 1 + t ⋅ t ⋅ 1 + 1 ⋅ 0)dt

= [ t
2

2
+ t3

3
]
1

0

= 1

2
+ 1

3
= 5

6

Το ΒΓ έχει παραµετρικές εξισώσεις

x = 1, y = 1, z = t, 0 ≤ t ≤ 1

οπότε

I3 = ∫
BΓ

F⃗ ⋅ dr⃗

= ∫
0

1
[1 ⋅ t ⋅ 0 + 1 ⋅ 1 ⋅ 0 + t ⋅ 1]dt

= −1
2

Τέλος το ΓΟ έχει εξισώσεις

x = t, y = t, z = 0, 0 < t < 1

οπότε
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I4 = ∫
Γ0

F⃗ ⋅ dr⃗

= ∫
0

1
(0 + t ⋅ t ⋅ 1 + 0)dt

= [ t
3

3
]
0

1

= −1
3

΄Ετσι,

∫ F⃗ ⋅ dr⃗ = I1 + I2 + I3 + I4

= 1

2
+ 5

6
− 1

2
− 1

3

= 1

2
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`Ασκηση 6.20

x

y

Ο 1 2-1

Β

π/4

1

Α

Γ

Σχήµα 6.20

∂

∂x
(x cosxy) = cosxy − xy sinxy

∂

∂y
(y cosxy) = cosxy − yx sinxy

Θεωρώντας, λοιπόν, την κλειστή γραµµή c = ABΓA, από το ϑεώρηµα Green προκύπτει

∮
c
F⃗ ⋅ dr⃗ =∬

D
[ ∂
∂x
(x cosxy) − ∂

∂y
(y cosxy)]dxdy = 0 (i)

Επειδή

∮ F⃗ ⋅ dr⃗ = ∫
ABΓ

F⃗ ⋅ dr⃗ + ∫
ΓA

F⃗ ⋅ dr⃗
από την (i) παίρνουµε

∫ABΓ F⃗ ⋅ dr⃗ + ∫ΓA F⃗ ⋅ dr⃗ = 0 (ii)

Η ευθεία ΑΓ έχει κλίση

λ =

π

4
− 0

2 − 1
= π

4
και εξίσωση

y − 0 = π

4
(x − 1) ⇔ y = π

4
(x − 1), 1 < x < 2

οπότε y′(x) = π

4και

∫
ΓA

F⃗ ⋅ dr⃗ = ∫
1

2
y cosxydx + x cosxydy

= ∫
1

2
[π
4
(x − 1) cosx(π

4
(x − 1)) ⋅ 1 + x cosx(π

4
(x − 1)) ⋅ π

4
]dx

= π

4
∫

1

2
[2x cos(π

4
(x2 − x)) − cos(π

4
(x2 − x)) ⋅]dx

Εκτελώντας την εντολή αναλυτικού υπολογισµού του ολοκληρώµατος αυτού

syms x y

int(2*x*cos(pi/4*(xˆ2-x))-cos(pi/4*(xˆ2-x)),x,2,1)

προκύπτει

-4/pi

οπότε

∫
ΓA

F⃗ ⋅ dr⃗ = π

4
(− 4

π
) = −1

`Ετσι, από την (ii) προκύπτει

∫ABΓ F⃗ ⋅ dr⃗ = − ∫ΓA F⃗ ⋅ dr⃗ = −(−1) = 1
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Β΄ Λύση
Επειδή

∂

∂y
(y cos(xy)) = cos(xy) − xy sin(xy)

∂

∂x
(x cos(xy)) = cos(xy) − xy sin(xy),

ισχύει
∂

∂y
(y cos(xy)) = ∂

∂x
(x cos(xy)),

οπότε η συνάρτηση

F⃗ = y cos(xy) î + x cos(xy) k̂,

είναι συντηρητική και η αντίστοιχη συνάρτηση δυναµικής ενέργειας U(x, y, z) για την οποία

F⃗ = ∇⃗U ,

είναι η

U = ∫
x

0
y cos(yt)dt + ∫

y

0
0 cos(0t)dt

= [sin(yt)]x0

= sin(xy)
`Ετσι,

∫
ABΓ
[(y cos(xy)dx + x cos(xy)dy] = ∫

ABΓ
F⃗ ⋅ dr⃗

= U(Γ) −U(A)

= sin(2 ⋅ π
4
) − sin (1 ⋅ 0) = sin π

2

= 1


