
Κεϕάλαιο 7

Επιϕανειακά ολοκληρώµατα

`Ασκηση 7.2

Λύνοντας την εξίσωση της επιϕάνειας ως προς z

z = 4(1 − x

2
− y

3
)

οπότε

dσ =

¿
ÁÁÀ1 + (∂z

∂x
)
2

+ (∂z
∂y
)
2

dxdy

=
√

1 + (−2)2 + (−4
3
)2dxdy

=
√
61

3
dxdy

΄Ετσι,

I =∬
D
(z + 2x + 4

3
y)dσ =∬

D
[4(1 − x

2
− y

3
) + 2x + 4

3
y]
√
61

3
dxdy

όπου D η προβολή της επιϕάνειας S στο επίπεδο xy που περικλείεται από τους άξονες και τη γραµµή
που προκύπτει απαλείϕοντας το z από τις εξισώσεις

x

2
+ y

3
+ z

4
= 1 και z = 0,

δηλαδή την
x

2
+ y

3
= 1.

x

3

2

D

y

Ο

Σχήµα 7.2

Το D είναι λοιπόν το χωρίο του Σχήµατος 7.2 το οποίο γράϕεται

D = {(x, y) ∶ 0 ≤ y ≤ 3(1 − x

2
) , 0 ≤ x ≤ 2}

΄Ετσι,

1
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I = ∫
2

0
(∫

3− 3x
2

0
4

√
61

3
dy)dx

= ∫
2

0
4

√
61

3
(3 − 3x

2
)dx = 4

√
61

ϐ΄ Λύση

I = ∬
D
4

√
61

3
dxdy

= 4

√
61

3
∬

D
dxdy

= 4

√
61

3
E(D)

= 4

√
61

3

1

2
⋅ 2 ⋅ 3

= 4
√
61

(το εµβαδόν του τριγωνικού χωρίου D είναι E(D) = 1

2
⋅ 2 ⋅ 3).
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`Ασκηση 7.3

⃗⃗∇ ⋅ F⃗ = ∂

∂x
(x2) + ∂

∂y
(x + y) + ∂

∂z
(−(2xz + z))

= 2x + 1 − (2x + 1) = 0
z

1

1/2

x

y

S
1

O

SS
2

Σχήµα 7.3

΄Ετσι, ϑεωρώντας την κλειστή επιϕάνεια S2 = SUS1 (ϐλ. σχήµα), όπου S1 ο κύκλος κατά τον οποίο τέµνει

τη σϕαίρα το επίπεδο z = 1

2
, η εξίσωση του οποίου προκύπτει ϑέτοντας z = 1

2
στην εξίσωσή της.

S1 = {(x, y,
1

2
) ∶ x2 + y2 ≤ 3

4
} ,

από το ϑεώρηµα Gauss προκύπτει

∯
S2

F⃗ ⋅ dσ⃗ =∭
A
( ⃗⃗∇ ⋅ F⃗ )dxdydz = 0 (i)

όπου Α το χωρίο που περικλείει η S2. Επίσης,

∯
S2

F⃗ ⋅ dσ⃗ =∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ +∬

S1

F⃗ ⋅ dσ⃗,

οπότε από την (i) προκύπτει ότι (το µαναδιαίο κάθετο στην επίπεδη επιϕάνεια S1 είναι το −k⃗.

∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ = −∬

S1

F⃗ ⋅ dσ⃗

= −∬ [x2î + (x + y)ĵ − (2x1
2
+ 1

2
) k̂] ⋅ (−k)dxdy

= −∬
S1

(x + 1

2
)dxdy

Η S1 σε πολικές συντεταγµένες είναι (απαλείϕουµε το z από την εξίσωση της σϕαίρας και του επιπέδου

z = 1

2
)

S1 = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤
√
3

2
, 0 ≤ θ ≤ 2π}

΄Ετσι,

∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ = −∫

2π

0

⎛
⎝∫

√
3

2

0
(r cos θ + 1

2
)rdr
⎞
⎠
dθ

= −∫
2π

0
(
√
3

8
cos θ + 3

16
)dθ

= −3π
8
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`Ασκηση 7.4

S

R

R

(α)
(β)

R

O

z

y

x

D

Σχήµα 7.4

Παραγωγίζοντας πεπλεγµένα την εξίσωση της σϕαίρας ως προς x και y παίρνουµε
∂z

∂x
= −x

z
και

∂z

∂y
= −y

z

οπότε

I = ∬
D
x

¿
ÁÁÀ(∂z

∂x
)
2

+ (∂z
∂y
)
2

dxdy

= ∬
D
x

√
1 + (−x

z
)
2

+ (−y
z
)
2

dxdy

= ∬
D
x

√
x2 + y2 + z2
∣z∣

dxdy

= ∬
D

Rx√
R2 − x2 − y2

dxdy,

όπου D η προβολή της S στο επίπεδο xy, δηλαδή το χωρίο (α΄ τεταρτηµόριο κύκλου στο επίπεδο xy)

D = {(x, y) ∶ x2 + y2 ≤ R2, x ≥ 0, και y ≥ 0}
το οποίο σε πολικές συντεταγµένες γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π

2
}

΄Ετσι,

I = R∬
D′

R cos θ√
R2 − r2

rdrdθ

= R∫
2π

0
cos θdθ∫

R

0

r√
R2 − r2

dr

= 0 ⋅R = 0
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`Ασκηση 7.6

Παραγωγίζοντας πεπλεγµένα την εξίσωση της σϕαίρας ως προς x και y παίρνουµε
∂z

∂x
= −x

z
και

∂z

∂y
= −y

z

οπότε

I = ∬
D

√
R2 − x2 − y2

¿
ÁÁÀ(∂z

∂x
)
2

+ (∂z
∂y
)
2

dxdy

= ∬
D

√
R2 − x2 − y2

√
1 + (−x

z
)
2

+ (−y
z
)
2

dxdy

= ∬
D

√
R2 − x2 − y2

√
x2 + y2 + z2
∣z∣

dxdy

= ∬
D

√
R2 − x2 − y2 R√

R2 − x2 − y2
dxdy

= ∬
D
Rdxdy = R∬

D
dxdy,

όπου
D = {(x, y) ∶ x2 + y2 ≤ R2}

η προβολή της S στο επίπεδο xy
Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες

I = R∫
2π

0
(∫

R

0
rdr)dθ = R2π

R2

2
= 2πR3

2
= πR3

ϐ΄ Λύση

I = ∬
D
Rdxdy

= R∬
D
dxdy

= RE(D)

= RπR2

= πR3

(το εµβαδόν του κυκλικού χωρίου D είναι E(D) = πR2).
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`Ασκηση 7.7

Θεωρώντας ελλειπτικές συντεταγµένες

x = sin θ cosφ

y = 1√
2
sin θ sinφ

z = 1√
3
cos θ

F⃗ ⋅ (∂r⃗
∂θ
× ∂r⃗

∂φ
) = (sin θ cosφ î + (sin θ cosφ − sin θ sinφ)ĵ + k̂)

⋅ ( 1√
2

1√
3
sin2 θ cosφî + 1√

3
sin2 θ sinφĵ + 1√

2
sin θ cos θk̂)

= 1√
6
sin3 θ cos2φ + 1√

3
sin3 θ sinφ(cosφ − sinφ) + 1√

2
sin θ cos θ

Το
∂r⃗

∂θ
× ∂r⃗

∂φ
έχει φορά από µέσα προς τα έξω του ελλειψοειδούς, οπότε η ϱοή της F⃗ (x, y, z) από την

επιϕάνεια S είναι (ϐλ. Παρατήρηση 7.5)

∬
S
(F⃗ ⋅ (∂r⃗

∂θ
× ∂r⃗

∂φ
))dθdφ = ∫

2π

0
(∫

π
2

0
[ 1√

6
sin3 θ cos2φ + 1√

3
sin3 θ sinφ(cosφ − sinφ)

+ 1√
2
sin θ cos θ]dθ)dφ

= −2π
√
3

9
− π
√
2

2
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`Ασκηση 7.8

Χρησιµοποιώντας κυλινδρικές συντεταγµένες πάνω στον κύλινδρο ακτίνας R

r2 = R2 + z2

οπότε, λόγω της παρατήρησης 7.3,

I = ∫
a

0
(∫

2π

0

1

R2 + z2
Rdφ)dz

= R∫
a

0

1

R2 + z2
dz∫

2π

0
dφ

= R
1

R
[tan−1 z

R
]
a

0
2π

= 2π tan−1
a

R
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`Ασκηση 7.10

α) Χρησιµοποιώντας σϕαιρικές συντεταγµένες (πάνω στην S r = R)

∬
1

r
dσ = ∫

2π

0
(∫

π

0

1

R
R2 sin θdθ)dφ

= R∫
2π

0
dφ∫

π

0
sin θdθ

= R ⋅ 2π ⋅ 2 = 4πR
ϐ) Ο κώνος αυτός γράϕεται

z2 = β2

a2
(x2 + y2)

οπότε σε σϕαιρικές συντεταγµένες γράϕεται

S = {(r, θ0, φ) ∶ 0 ≤ r ≤
√
a2 + β2 και 0 ≤ φ ≤ 2π, θ0 = tan−1

β

a
}

΄Ετσι,

∬
S

1

r
dσ = ∫

2π

0
(∫

√
a2+β2

0

1

r
r sin θ0dr)dφ

= sin θ0∫
2π

0
dφ∫

√
a2+β2

0
dr

= sin θ0 ⋅ 2π ⋅
√
a2 + β2
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`Ασκηση 7.11

Για τη σϕαίρα ισχύει (παραγωγίζοντας την εξίσωσή της)
∂z

∂x
= −x

z
και

∂z

∂y
= −y

z

οπότε

S1 = ∬
S1

dσ =∬
D1

√
1 + (−x

z
)
2

+ (−y
z
)
2

dxdy

= ∬
D1

√
x2 + y2 + z2
√
β2 − x2 − y2

dxdy

= ∬
D1

β√
β2 − x2 − y2

dxdy

όπου D1 η προβολή της S1 στο επίπεδο xy, που είναι

D1 = {(x, y) ∶ x2 + y2 ≤ a2}
οπότε χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες

S1 = β ∫
2π

0

⎛
⎝∫

a

0

1√
β2 − r2

rdr
⎞
⎠
dθ

= β ∫
2π

0
dθ∫

β2−a2

β2
t−

1
2 (−1

2
)dt

= β2π (−1
2
)2 [
√
t]β

2−a2

β2

= −2πβ (
√
β2 − a2 −

√
β2)

= 2π (β2 − β
√
β2 − a2)

(ϑέτοντας t = β2 − a2). Εποµένως,

S2 = 4πβ2 − S1 = 4πβ2 − 2π (β2 − β
√
β2 − a2)

= 2πβ (β +
√
β2 − a2)

`Αρα, ο λόγος των εµβαδών των S1 και S2 είναι

S1

S2
=

2π (β2 − β
√
β2 − a2)

2πβ (β +
√
β2 − a2)

=
β (β −

√
β2 − a2)

β (β +
√
β2 − a2)

=
β −
√
β2 − a2

β +
√
β2 − a2



10 §

`Ασκηση 7.13

Επειδή

∇⃗ ⋅ F⃗ = ∂

∂x
(x2 − 3x + 2) + ∂

∂y
(y) + ∂

∂z
(−2(x − 1)z) = 2x − 3 + 1 − 2(x − 1) = 0,

το πεδίο F⃗ είναι ασυµπίεστο, οπότε υπάρχει διανυσµατική συνάρτηση G⃗(x, y, z) τέτοια ώστε

F⃗ = ⃗⃗∇× G⃗,

Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 3.5, η συνάρτηση αυτή είναι η

G⃗ = −r⃗ × ∫
1

0
tF⃗ (tx, ty, tz)dt

= −r⃗ × ∫
1

0
t [((tx)2 − 3tx + 2) î + tyĵ − 2(tx − 1)tzk̂]dt

= −r⃗ ×
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(1
4
x2 − x + 1) î + y

3
ĵ + (2

3
z − 1

2
xz) k̂

= −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

î ĵ k̂

x y z

1

4
x2 − x + 1 y

3

2

3
z − 1

2
xz

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= (xyz

2
− yz

3
) î + (x

2z

4
+ 5xz

3
− z) ĵ + (x

2y

4
+ y − 4xy

3
) k̂

΄Ετσι, από το ϑεώρηµα Stokes προκύπτει

∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ =∬

S
( ⃗⃗∇× G⃗) ⋅ dσ⃗ = ∮

C
G⃗ ⋅ dr⃗ (i)

όπου C η καµπύλη που περιβάλλει η S και η οποία έχει εξισώσεις

x2 + y2 + z2 = 1 και z = 1 − x,

από τις οποίες προκύπτει

x2 + y2 + (1 − x)2 = 1 ⇔ 2x2 − 2x + y2 = 0

⇔ 2 [x2 − 2 ⋅ 1
2
x + (1

2
)
2

] + y2 = 1

2

⇔ 2(x − 1

2
)
2

+ y2 = 1

4

⇔
(x − 1

2
)
2

1
4

+ y2

1
2

= 1

Η καµπύλη αυτή είναι έλλειψη οπότε χρησιµοποιώντας για την C παραµετρικές εξισώσεις

x = 1

2
+ 1

2
cos θ, y = 1√

2
sin θ και z = 1 − x = 1

2
− 1

2
cos θ
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∮
C
G⃗ ⋅ dr⃗ = ∫

2π

0
[xyz

2
− yz

3
] (1

2
+ 1

2
cos θ)

′
+ [x

2z

4
− 5xz

3
− z]( 1√

2
sin θ)

′

+ [x
2y

4
+ y − 4xy

3
](1

2
− 1

2
cos θ)

′

= ∫
2π

0
[1
2
(1
2
+ 1

2
cos θ) 1√

2
sin θ (1

2
− 1

2
cos θ) − 1

3

1√
2
sin θ (1

2
− 1

2
cos θ)](−1

2
sin θ)

+ [1
4
(1
2
+ 1

2
cos θ)

2

(1
2
− 1

2
cos θ) − 5

3
(1
2
+ 1

2
cos θ)(1

2
− 1

2
cos θ) − (1

2
− 1

2
cos θ)] 1

2
cos θ

+ [1
4
(1
2
+ 1

2
cos θ)

2 1√
2
sin θ + 1√

2
sin θ − 4

3
(1
2
+ 1

2
cos θ) 1√

2
sin θ] 1

2
sin θ

= 3π

4
√
2
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`Ασκηση 7.14

Για τη συνάρτηση

F⃗ = yzî + xzĵ + xyk̂,
ισχύει

∇⃗ ⋅ F⃗ = 0,

οπότε, σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Gauss,

∯
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ =∭

Ω
∇⃗ ⋅ F⃗ dxdydz = 0

όπου Ω το χωρίο που περεικλείεται από την επιϕάνεια S.
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`Ασκηση 7.15

∂z

∂x
= −x

8
και

∂z

∂y
= −y

2

οπότε, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 7.10,

I =∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ = ∬

D
[−x

2
î − yĵ + (1 − x2

16
− y2

4
) k̂] ⋅ (x

8
î + y

2
ĵ + k̂)dxdy

= ∬
D
(−x

2

16
− y2

2
+ 1 − x2

16
− y2

4
)dxdy

= ∬
D
(1 − x2

8
− 3y2

4
)dxdy

όπου (απαλείϕουµε το z από την επιϕάνεια και το z0)

D = {(x, y) ∶ x2

16
+ y2

4
≤ 1}

Σε ελλειπτικές συντεταγµένες

x = 4r cos θ και y = 2r sin θ
το D γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ θ ≤ 2π}
οπότε

I = ∬
D
(1 − (4r cos θ)

2

8
− 3(2r sin θ)2

4
)8rdrdθ

= ∫
2π

0
[∫

1

0
(8r − 16r3 cos2 θ − 24r3 sin2 θ))8rdr]dθ

= ∫
2π

0
[∫

1

0
(64r2 − 128r4 − 64r4 sin2 θ))dr]dθ

= ∫
2π

0
[64r

2

3
− 128r5

5
− 64r5

5
sin2 θ]01dθ

= ∫
2π

0
(64
3
− 128

5
− 64

5
sin2 θ)dθ

= ∫
2π

0
(−4,267 − 12,8 sin2 θ)dθ

= −8,61π

= −27,06



14 §

`Ασκηση 7.16

Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 7.6,

∬
S
x2y2zdxdy = ∬

D
x2y2zk̂ ⋅ (sin θ cosφî + sin θ sinφĵ + cos θk̂)R2 sin θdθdφ

= ∬
D
x2y2z cos θR2 sin θdθdφ

= ∫
2π

0
(∫

π

π
2

(R sin θ cosφ)2 (R sin θ sinφ)2R cos θ cos θR2 sin θdθ)dφ

= R7∫
2π

0
(cos2φ sin2φdφ)∫

π

π
2

sin5 θ cosθ dθ

= R7 π

4
⋅ 8

105

= 2πR7

105
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`Ασκηση 7.17

Η απόκλιση της συνάρτησης

F⃗ = 2xyzî − x2yĵ + (x2z − yz2)k̂
είναι

⃗⃗∇ ⋅ F⃗ = ∂

∂x
(2xyz) + ∂

∂y
(−x2y) + ∂

∂z
(x2z − yz2)

= 2yz − x2 + x2 − 2yz

= 0

οπότε υπάρχει συνάρτηση G⃗(x, y, z) µε

∇⃗ × G⃗ = F⃗
Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 3.5,

G⃗ = −r⃗ × ∫
1

0
t⃗F (tx, ty, tz)dt

= −r⃗ × ∫
1

0
t (2txtytz) î − t2x2tyĵ + (t2x2tz − tyt2z2)dt

= −r⃗ × [2
5
xyzî − 1

5
x2yĵ + 1

5
(x2z − yz2)k̂]

= −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

î ĵ k̂

x y z

2

5
xyz −1

5
x2y

1

5
(x2z − yz2)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= − [(2
5
x2yz − 1

5
y2z2) î + (3

5
xyz2 − 1

5
x3z) ĵ + (−1

5
x3y − 2

5
xy2z) k̂]

Σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Stokes,

I =∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ =∬

S
(∇⃗ × G⃗) ⋅ dσ = ∮

C
G⃗ ⋅ dr⃗ (i)

όπου C η καµπύλη στην οποία περατούται η επιϕάνεια S και η οποία είναι οι κύκλοι C1 και C2 όπου
(ϐλ. Παράδειγµα 7.29):

C1 = {(x, y, z) ∶ x2 + y2 = 2, z = 0}

z

3

1 C
2

C
1

x

y

Σχήµα 7.17

Σε πολικές συντεταγµένες

x =
√
2 cos θ και y =

√
2 sin θ, 0 ≤ θ < 2π,

ο κύκλος είναι
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C ′1 = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤
√
2, z = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π},

καθώς και ο κύκλος

C2 = {(x, y, z) ∶ x2 + y2 = 1, z = 1}
που σε πολικές συντεταγµένες

x = cos θ και y = sin θ, 0 ≤ θ < 2π,
είναι

C ′2 = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1, z = 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}.
`Ετσι, η (i) δίνει (το − εισάγεται λόγω της αντίθετης φοράς διαγραϕής του κύκλου C2)

I = ∮
C1

G⃗ ⋅ dr⃗ − ∮
C2

G⃗ ⋅ dr⃗, (ii)

όπου για τα δύο επικαµπύλια ολοκληρώµατα οι κύκλοι διαγράϕονται κατά τη ϑετική φόρα.
Για τον κύκλο C1, όπου z = 0 και z′ = 0, ισχύει

∮
C1

G⃗ ⋅ dr⃗ = ∫
2π

0
0dθ = 0.

Για τον κύκλο C2, όπου z = 1, ισχύει

∮
C2

G⃗ ⋅ dr⃗ = −∫
2π

0
[(2

5
cos2 θ sin θ ⋅ 1 − 1

5
y2 ⋅ 12) (cos θ)′ + (3

5
cos θ sin θ ⋅ 12 − 1

5
cos3 θ ⋅ 1) (sin θ)′

+(−1
5
cos3 θ sin θ − 2

5
cos θ sin2 θ ⋅ 1) (1)′]dθ

= −∫
2π

0
[(2

5
cos2 θ sin θ − 1

5
y2) (− sin θ) + (3

5
cos θ sin θ ⋅ 12 − 1

5
cos3 θ) (cos θ)]dθ

= −∫
2π

0
(1
5
cos2 θ sin θ + 1

5
sin3 θ − 1

5
cos2 θ)dθ

= −1
5
⋅ 0 + 1

5
⋅ 0 − 1

5
π

= π

5
`Ετσι, από την (ii) προκύπτει

I = −π
5
− 0 = −π

5
.
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`Ασκηση 7.22

x

D

y

Ο

x

1

1

1

1

1

y

z

(β)(α)

Ο
n̂

Σχήµα 7.22

`Ενα κάθετο διάνυσµα στο σηµείο (x, y, z) της επιϕάνειας S είναι το

n⃗ = ∇⃗g(x, y, z),

όπου

g(x, y, z) = x + y + z − 1 = 0

η εξίσωσή της, οπότε

n⃗ = î + ĵ + k̂

και

∣n⃗∣ =
√
12 + 12 + 12 =

√
3

`Αρα,

n̂ = n⃗

∣n⃗∣
= 1√

3
(̂i + ĵ + k̂)

οπότε

F⃗ ⋅ n̂ = (xzî + xyĵ + yzk̂) 1√
3
(̂i + ĵ + k̂) = 1√

3
(xz + xy + yz)

dσ =

¿
ÁÁÀ1 + (∂g

∂x
)
2

+ (∂g
∂y
)
2

dxdy =
√
12 + 12 + 12dxdy =

√
3dxdy

Εποµένως,

∬ F⃗ ⋅ dS⃗ = ∬
S
(F⃗ ⋅ n̂)dσ

= ∬
D

1√
3
[x(1 − x − y) + xy + y(1 − x − y)]

√
3dxdy

(i)

οπότε η (i) γίνεται (αντικαθιστούµε το z από την εξίσωση x+y+z = 1 και z = 0 της S), δηλαδή τη γραµµή
του επιπέδου xy

x + y = 1

κατά την οποία τέµνονται τα επίπεδα z = 0 και x + y + z = 1 καθώς και τους άξονες x και y (ϐλ. Σχήµα
7.22α)

Η προβολή D της επιϕάνειας στο επίπεδο xy είναι

D = {(x, y) ∶ 0 < y < 1 − x, 0 ≤ x ≤ 1}

οπότε η (i) δίνει
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∬ F⃗ ⋅ dS⃗ = ∫
1

0
(∫

1−x

0
[x(1 − x − y) + xy + y(1 − x − y)]dy)dx

= ∫
1

0
(∫

1−x

0
[(1 − x − y)(x + y) + xy]dy)dx

= ∫
1

0
(5x + 1) (x − 1)2 1

6
dx

= 1

8
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`Ασκηση 7.23

(α) (β)

AAAA
x1-1

1

√3/21/2

1

1

-1

y

Ο

Σχήµα 7.23

Η ϱοή της F⃗ από την επίϕάνεια αυτή είναι

I =∬
D
(F⃗ ⋅ n⃗)dxdy (i)

όπου n⃗ = −∂y
∂x

î + ĵ − ∂y

∂z
k̂.

Από την εξίσωση της σϕαίρας προκύπτει

2x + 2y ∂y
∂x
= 0 ⇔ ∂y

∂x
= −x

y

2z + 2y∂y
∂z
= 0 ⇔ ∂y

∂z
= −z

y

΄Αρα,
n⃗ = x

y
î + ĵ + y

z
k̂ = − x√

1 − x2 − z2
î + ĵ − z√

1 − x2 − z2
k̂

οπότε

I = ∬
D
(xî +

√
1 − x2 − z2ĵ + zk̂) ⋅ (− x√

1 − x2 − z2
î + ĵ − z√

1 − x2 − z2
k̂)dxdz

= ∬
D
(− x2√

1 − x2 − z2
+
√
1 − x2 − z2 − z2√

1 − x2 − z2
)dxdz

= ∬
D
(− x2 + z2√

1 − x2 − z2
+
√
1 − x2 − z2)dxdz

όπου D η προβολή της επιϕάνειας στο επίπεδο xz.
Το χωρίο D περιβάλλεται από τις γραµµές (ϐλ. Σχήµα 7.23β)

x2 + z2 = 1, y = 0 και x2 + z2 = 3

4
οπότε σε πολικές συντεταγµένες

x = r cos θ, z = r sin θ
το χωρίο D γίνεται

D′ = {(r, θ) ∶
√
3

2
≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π}

`Ετσι,

I = ∫
2π

0
[∫

1
√

3
2

(− r2√
1 − r2

+
√
1 − r2) rdr]dθ

= ∫
2π

0
dθ∫

1
√

3
2

⎛
⎜
⎝
− r3√

1 − r2
+ r
√
1 − r2

⎞
⎟
⎠
dr

= 2π
37

480
= 37π

240
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`Ασκηση 7.24

Η επιϕάνεια S περικλείται από τον κύλινδρο

x2 + y2 = R2, το επίπεδο z = a
και τα συντεταγµένα επίπεδα και ϐρίσκεται στο πρώτο ογδοηµόριο των αξόνων, οπότε χρησιµοποιώντας
κυλινδρικές συντεταγµένες, για τα σηµεία της (x, y, z) ισχύει

x = R cosφ, y = R sinφ, z = z, 0 ≤ φ ≤ π

2
και 0 ≤ z ≤ a

`Ετσι, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 7.9,

I = ∬
S
(F⃗ ⋅ êρ)Rdφdz

= ∫
a

0
(∫

π
2

0
R cosφ ⋅ zî +R cosφ ⋅R sinφĵ +R sinφ ⋅ zk̂) ⋅ (cosφî + sinφĵ)dφdz

= ∫
a

0
(∫

π
2

0
(Rz cos2φ +R2 sin2φ cosφ)dφ)dz

= ∫
a

0
(πRz

4
+ R2

3
)dz

= πRa2

8
+ R2a

3
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`Ασκηση 7.25

α

Σχήµα 7.25

α) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα Gauss

∯
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ =∭

Ω
∇⃗
Ð→
F dxdydz (i)

όπου S η επιϕάνεια που περικλείει το στερεό

Ω = {(x, y, z) ∶ 0 ≤ z ≤ x2 + y2, x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0 και y ≥ 0}

∇⃗ ⋅ F⃗ = ∂

∂x
(y2z) + ∂

∂y
(xz) + ∂

∂z
(x2y) = 0

οπότε από την (i) προκύπτει ότι

∯
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ = 0

ϐ) Η επιϕάνεια του στερεού Ω (ϐλ. Σχήµα 7.25) αποτελείται από τις επιϕάνειες :

▸ του τµήµατος του παραβολοειδούς z = x2 + y2

S1 = {(x, y, z) ∶ z = x2 + y2, x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0 και y ≥ 0} (i)
▸ του τµήµατος του κυλίνδρου x2 + y2 = a2

S2 = {(x, y, z) ∶ x2 + y2 = a2, 0 ≤ z ≤ a, x ≥ 0 και y ≥ 0} (ii)
▸ του τµήµατος του επιπέδου y = 0

S3 = {(x, z) ∶ 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} (iii)
▸ του τµήµατος του επιπέδου x = 0

S4 = {(0, y, z) ∶ 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ a} (iv)
▸ του τµήµατος του επιπέδου z = 0

S5 = {(x, y,0) ∶ x2 + y2 < 1, x > 0 και y > 0} (v)
Με τον γνωστό τρόπο από την (i) προκύπτει ότι

S1 = ∬
S1

dσ =∬
S5

√
1 + (2x)2 + (2y)2dxdy

= ∫
π
4

0
(∫

a

0

√
1 + 4r2 rdr)dθ

= π

4
⋅ 1
12
[(1 + 4a2 + 1)

3
2 − 1]

= π

48
[(1 + 4a2 + 1)

3
2 − 1]

Από τις (ii) προκύπτει ότι (εµβαδόν κυλινδρικής επιϕάνειας ακτίνας a και ύψους a2)

και S2 =
1

4
2π ⋅ a ⋅ a2 = πa3

2
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Από τις (iii) και (iv) προκύπτει ότι

S3 = S4 = ∫
a

0
x2dx = a3

3
και από την (v)

S5 =
1

4
πa2 = πa2

4

΄Αρα η συνολική επιϕάνεια είναι

S = S1 + S2 + S3 + S4 + S5 =
π

48
[(1 + 4a2 + 1)

3
2 − 1] + πa3

2
+ 2 ⋅ a

3

3
+ πa2

4
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`Ασκηση 7.26

Η στροϕή της F⃗ είναι

∇⃗ × F⃗ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

î ĵ k̂

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

x3y3 1 z

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= − ∂

∂y
(x3y3)k̂ = −3x3y2k̂.

Σύµϕωνα την Παρατήρηση 7.6 για το ηµισϕαίριο αυτό, για τις σϕαιρικές συντεταγµένες των σηµείων του
οποίου ισχύει

r = R,
π

2
≤ θ ≤ π και 0 ≤ φ < 2π,

προκύπτει

∬
S
(∇⃗ × F⃗ ) ⋅ dσ⃗ = ∫

2π

0
(∫

π

π
2

(−3x3y2k̂) ⋅ êrR2 sin θdθ)dφ

= ∫
2π

0
(∫

π

π
2

−3(R sin θ cosφ)3(R sin θ sinφ)2 cos θR2 sin θdθ)dφ

= −3R7∫
2π

0
cos3φ sin2φdφ∫

π

π
2

sin5 θ cos θdθ

= −3R7 ⋅ 0(−1
7
) = 0

Εποµένως, στην περίπτωση αυτή ισχύει (λόγω του Θεωρήµατος Stokes) ότι

∮
∂S

F⃗ ⋅ dr⃗ =∬
S
(∇⃗ × F⃗ ) ⋅ dσ⃗ = 0.
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`Ασκηση 7.27

Η ϱοπή αδράνειας, ως προς τον άξονα z, του τµήµατος του κώνου αυτού είναι
I =∬

S
(x2 + y2)dσ,

όπου S η επιϕάνεια του κώνου z =
√
x2 + y2 µε 0 ≤ z ≤ h.

Σύµϕωνα µε το παράδειγµα 7.4 χρησιµοποιώντας σϕαιρικές συντεταγµένες

dσ = r sin π

4
drdφ =

√
2

2
rdrdφ

οπότε

I = ∫
2π

0
(∫

√
2h

0
r2
√
2

2
rdr)dφ =

√
2

2
∫

2π

0
dφ∫

√
2h

0
r3dr

=
√
2

2
2π [r

4

4
]

√
2h

0

= π
√
2h4.
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`Ασκηση 7.28

Σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Gauss αν Ω το χωρίο που περικλείεται από την κλειστή επιϕάνεια S,

∯
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ =∭

Ω
(∇⃗ ⋅ F⃗ )dxdydz (i)

Επειδή

∇⃗ ⋅ F⃗ = ∂

∂x
(x) + ∂

∂y
(y) + ∂

∂z
(z) = 3

η (i) γίνεται

∯
S
F⃗ ⋅ dÐ→σ =∭

Ω
3dxdydz = 3∭

Ω
dxdydz = 3V (Ω)

όπου V (Ω) ο όγκος του χωρίου Ω.
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`Ασκηση 7.29

Θεωρούµε το χωρίο A που περικλείεται από την επιϕάνεια S και µια σϕαίρα S1 ακτίνας R1 που περικλείει
την αρχή των αξόνων (ϐλέπε σχήµα 7.29).

x

S
A

S
1

y

Ο
n̂

n̂

Σχήµα 7.29

Το χωρίο Α περιβάλλεται από την κλειστή επιϕάνεια SUS1, οπότε, σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Gauss

∯
SUS1

F⃗ ⋅ dσ⃗ =∭
A
∇⃗ ⋅ F⃗ dxdydz (i)

Η F⃗ γράϕεται

F⃗ = −krêr
r3
= − k

r2
êr

οπότε από την απόκλιση σε σϕαιρικές συντεταγµένες

∇⃗ ⋅ F⃗ = 1

r2
∂

∂r
(−r2 k

r2
) = − 1

r2
∂

∂r
(k) = 0

΄Ετσι, από την (i) προκύπτει

∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ +∬

S1

F⃗ ⋅ dσ⃗ = 0 (ii)

Η ϱοή της F⃗ = k

r2
êr από τη σϕαίρα S1 µε προσανατολισµό προς τα µέσα (για την κλειστή επιϕάνεια S η

ϑετική κάθετος είναι παντού προς τα έξω) είναι

∬
S1

F⃗ ⋅ dσ⃗ = ∬ − k

r2
êr ⋅ (−êr)dσ

= k

R2
1
∬ dσ

= k

R2
1

⋅ (εµβαδόν της σϕαίρας)

= k

R2
1

4πR2
1

= 4πk

΄Ετσι, από την (ii) προκύπτει ότι

∬
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ = −∬

S1

F⃗ ⋅ dσ⃗ = −4πk.
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`Ασκηση 7.30

Σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Gauss αν Ω το χωρίο που περικλείεται από την κλειστή επιϕάνεια S,

I =∯
S
F⃗ ⋅ dσ⃗ =∭

Ω
(∇⃗ ⋅ F⃗ )dxdydz (i)

Επειδή

∇⃗ ⋅ F⃗ = ∂

∂x
(x) + ∂

∂y
(y) + ∂

∂z
(z) = 2x + 2y + 2z

η (i) γίνεται

I =∭
Ω
2(x + y + z)dxdydz (ii)

Το χωρίο Ω (εσωτερικό κώνου) γράϕεται ως

Ω = {(x, y, z) ∶ β
a

√
x2 + y2 ≤ z ≤ β}

και είναι απλό ως προς z, οπότε η (ii) γίνεται

I = ∬
D
(∫

β

β
a
(x2+y2)

2(x + y + z)dz)dxdy

= 2∬
D
[(x + y)z + z2

2
]
β

β
a

√
x2+y2

dxdy

= 2∬
D
[(x + y)(β − β

a

√
x2 + y2) + 1

2
(β2 − β2

a2
(x2 + y2))]dxdy

(iii)

όπου D η προβολή του Ω στο επίπεδο xy, η οποία είναι το χωρίο που περικλείεται από την τοµή του
κώνου και του επιπέδου z = β, δηλαδή της γραµµής που προκύπτει από την απαλοιϕή του z από την
εξίσωση του κώνου και του επιπέδου z = β,

x2

a2
+ y2

a2
= β2

β2
⇔ x2 + y2 = a2

Εποµένως,

D = {(x, y) ∶ x2 + y2 ≤ a2}
δηλαδή το εσωτερικό κύκλου στο επίπεδο xy µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα a.
`Ετσι, χρησιµοποιούµε πολικές συντεταγµένες, οπότε η (iii) γίνεται

I = 2∫
2π

0
∫

a

0
[(r cos θ + r sin θ) (β − β

a
r) + 1

2
(β2 − β2

a2
r2))] rdrdθ

= 2∫
2π

0
∫

a

0
[(βr2 cos θ + βr2 sin θ − β

a
r3 cos θ − β

a
r3 sin θ + β2

2
r + β2

2a2
r3)dr]dθ

= 2∫
2π

0
(βa

3

3
cos θ + βa

3

3
sin θ − β

a

a4

4
cos θ − β

a

a4

4
sin θ + β2

2

a2

2
+ β2

2a2
a4

4
)dθ

= 2(β
2

2

a2

2
+ β2

2a2
a4

4
)∫

2π

0
dθ

= 2(a
2β2

4
+ a2β2

8
)2π

= 3πa2β2

2

(αϕού ∫
2π

0
cos θdθ = ∫

2π

0
sin θdθ = 0)


