
Κεφάλαιο 5

Πολυδιάστατες τυχαίες µεταβλητές

Λύση `Ασκησης 5.4

Η τυχαία µεταβλητή

X: “ αριθµός εξάρων που προκύπτουν από τη ϱίψη 2 Ϲαριών 120 ϕορές ”

ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους

n = 200 και p = 1

36
= 0,028

την οποία µπορούµε να προσεγγίσουµε µε κανονική κατανοµή µε µέση τιµή

µ = n ⋅ p = 200 ⋅ 0,028 = 5,6 > 5
και διακύµανση

σ2 = np(1 − p) = 200 ⋅ 0,028 ⋅ 0,972 = 5,4 > 5.

Η αντίστοιχη της X τυποποιηµένη µεταβλητή είναι η

Z = X − 5,6√
5,4

= X − 5,6
2,32

και η αντίστοιχη της 10 τιµής της είναι

10 − 5,6
2,32

= 1,9
οπότε, λόγω της παρατήρησης 4.5, της (4.36) και του Πίνακα Ι, προκύπτει

P (X ≥ 10) = P (Z ≥ 1,9) = 1 −Φ(1,9)
= 1 − 0,9713 = 0,0287
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Λύση `Ασκησης 5.8

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 5.1 η τυχαία µεταβλητή

B = 2x − y
όπου

X: “ ϐάρος παιδικής µερίδας ”

και

Y : “ ϐάρος συνήθης µερίδας ”

ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή και διακύµανση

E(B) = 2 ⋅ 47 − 1 ⋅ 100 = −6
V ar(B) = 22 − 3 + (−1)2 ⋅ 4 = 16

B ∼ N(−6,42)
Η αντίστοιχη της Β τυποποιηµένη µεταβλητή

z = B − (−6)
4

και η αντίστοιχη της 0 τιµής της

0 + 6
4
= 3

2
= 1,5

οπότε σύµφωνα µε την Παρατήρηση 4.5, την (4.39β) και τον πίνακα Ι,

P (B < 0) = P (Z < 1,5) = Φ(1,5) = 0,9332
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Λύση `Ασκησης 5.10

Σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα (ϑεώρηµα. 5.17), η τυχαία µεταβλητή

Y =X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅ +X25

όπου

Xi: “ το ποσό της νικοτίνης που περιέχεται στο i−τσιγάρο ”

ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή και διακύµανση

E(x) = 25 ⋅ 0,5 = 12,5
V ar(x) = 25 ⋅ 0,0025 = 0,0625

Y ∼ N(12,5,0,252),
οπότε η αντίστοιχη της Y τυποποιηµένη µεταβλητή

Z = Y − 12,5
0,25

ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 0 και τυπική απόκλιση 1.

Η αντίστοιχη της x = 13 τιµή της z είναι

13 − 12,5
0,25

= 2
οπότε µε τη ϐοήθεια της παρατ. 4.5, της (4.36) και τον πίνακα Ι

P (Y > 13) = P (Z > 2) = 1 −Φ(2) = 1 − 0,9772
= 0,0228
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Λύση `Ασκησης 5.11

α) Σύµφωνα µε τον ορισµό της κοινής πυκνότητας πιθανότητας

∑
x

∑
y

fXY (x, y) = 1 ⇔ 2∑
x=1

3∑
y=1

A(x + y) = 1 ⇔ 21A = 1 ⇔ A = 1

21
.

ϐ) Η συνδιακύµανση των X και Y υπολογίζεται από την σχέση (5.37)

Cov(XY ) = E(XY ) − µXµY . (i)
Οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των X και Y είναι

fX(x) =
3∑

y=1

1

21
(x + y) = x + 2

7

fY (y) =
2∑

x=1

1

21
(x + y) = 3 + 2y

21
,

οπότε οι µέσες τιµές των x και y είναι

µX =∑
x

xfX(x) =
2∑

x=1

x
x + 2
7
= 1 ⋅ 3

7
+ 2 ⋅ 4

7
= 11

7

και

µY =∑
x

yfY (y) =
3∑

y=1

y
3 + 2y
21

= 1 ⋅ 5
21
+ 2 ⋅ 7

21
+ 3 ⋅ 9

21
= 46

21
.

`Ετσι, η (5.7) δίνει

E(XY ) = ∑
x

∑
y

xyfXY (x, y) =∑
X

∑
Y

xy
1

21
(x + y)

= 1 ⋅ 1 2

21
+ 1 ⋅ 2 3

21
+ 1 ⋅ 3 4

21
+ 2 ⋅ 1 3

21
+ 2 ⋅ 2 4

21
+ 2 ⋅ 3 5

21
= 61

21

οπότε από την (i) προκύπτει

Cov(XY ) = 61

17
− 11

7
⋅ 46
21
= 365

2499
= 0,15.

γ) Από τον Ορισµό (5.20) προκύπτει

ρ = Cov(XY )
σXσY

(ii)
και από την (3.9)

σ2

X = E(X2) − µ2

X (iii)
E(X2) =∑

x

x2fX(x) =
2∑

x=1

x2
x + 2
7
= 19

7
,

οπότε η (iii) δίνει (µX = 11

7
)

σ2

X = 19

7
− (11

7
)2 = 12

49
.

`Οµοια

E(Y 2) =∑
y

y2fY (y) =
3∑

y=1

y2
3 + 2y
21

= 114

21
,

οπότε (µY = 46

21
)

σ2

Y = 114

21
− (46

21
)2 = 278

441
.

`Ετσι η (ii) δίνει
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ρ =
365

2499√
12

49

√
278

441

= 0,37.

δ) Στο (ϐ) ϐρέθηκαν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας, οπότε

fX(x) ⋅ fY (y) = x + 2
7
⋅ 3 + 2y

21
≠ fXY (x, y)

οπότε οι τυχαίες µεταβλητές X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.

ε) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.9

fY ∣X(y) = fXY (x, y)
fX(x)

η περιθώρια συνάρτηση της X είναι

fX(x) = x + 2
7

οπότε

fY /x =
x + y
21

x + 2
7

= x + y
3(x + 2) (iv)

i) Σύµφωνα µε την (5.30) και την (iv),
EY ∣x =∑

y

yfY /x(Y /x) = 1 ⋅ x + 1
3(x + 2) + 2 ⋅ x + 2

3(x + 2) + 3 ⋅ x + 3
3(x + 2)

E(Y ∣x) = 6x + 14
3(x + 2) .

ii) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.13,

V ar(Y /x) = E(Y 2/x) − (E(Y /x))2 (v)
και σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.12

E(Y 2/x) =∑y2fY /x(y/x) = 14x + 36
3(x + 2)

οπότε η (v) δίνει

V ar(Y /x) = 14x + 36
3(x + 2) − ( 6x + 143(x + 2))

2

= 78x2 + 360x + 196
9(x + 2)2

iii) από το (ǫi) προκύπτει

E(Y /x = 1) = 6 ⋅ 1 + 14
3(1 + 2) = 20

9

στ) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.9

fX/Y = fXY (x, y)
fY (y)

(fY (y) = 3 + 2y
21
), οπότε

E(X/Y ) =
x + y
21

3 + 2y
21

= x + y
3 + 2y (vi)

i) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.3 και την (vi)
E(X/Y ) =∑

x

x ⋅ fX/Y (x/y) = 1 ⋅ 1 + y
3 + 2y + 2 ⋅ 2 + y3 + 2y = 3y + 5

3 + 2y (vii)
οπότε
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E(X/Y = 3) = 3 ⋅ 3 + 5
3 + 2 ⋅ 3 = 14

9

ii) Σύµφωνα µε την (5.32)

V ar(X/Y ) =∑
x

(x −E(X/Y ))2 ⋅ fX/Y (x/y)
εποµένως

V ar(X/Y = 3) = 2∑
x=1

(x − 14

9
)2 ⋅ x + 3

9

= (1 − 14

9
)2 ⋅ 4

9
+ (2 − 14

9
)2 ⋅ 5

9
= 164

729

iii) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.12

E(X2/Y ) = ∑
x

x2fX/Y (x/y) = 2∑
x=1

x2
x + y
3 + 2y

= 1
2 1 + y
3 + 2y + 22 2 + y

3 + 2y = 5y + 9
3 + 2y

(viii)
iv) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.13, την (vii) και την (viii)

V ar(X/y) = E(X2/y) − (E(X/y))2 = 5y + 9
3 + 2y − (3y + 53 + 2y)

2

,

οπότε

V ar(x/y = 1) = 5 ⋅ 1 + 9
3 + 2 ⋅ 1 − (3 ⋅ 1 + 53 + 2 ⋅ 1)2 = 1

25
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Λύση `Ασκησης 5.16

α) Προσεγγιστικά µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η τυχαία µεταβλητή (παρατ. 5.7)

X: “ πλήθος αριθµών προτεραιότητας που δίνει ένα µηχάνηµα σε µια τράπεζα σε µια ηµέρα”

ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ = λ = 250 και διακύµανση σ2 = 250
X ∼ N(250,250)

Η αντίστοιχη της X τυποποιηµένη µεταβλητή

Z = Q − 250√
250

και οι αντίστοιχες των x = 210 και x = 290 τιµές της Z

z1 = 210 − 250√
250

= −2,53 z2 = 290 − 250√
250

= 2,53,

οπότε µε τη ϐοήθεια της Παρατ. 4.5, την (4.42) και τον Πίνακα Ι

P (210 <X < 290) = P (−2,53 < Z < 2,53) = P (∣Z ∣ < 2,53)
= 2Φ(2,53) − 1 = 2 ⋅ 0,9943 − 1 = 0,9886

ϐ) Η τυχαία µεταβλητή

Y = x1 + x2 + x3 + x4 + x5
όπου xi, i = 1, . . . ,5 δειγµατικές παρατηρήσεις της X σύµφωνα µε το παράδειγµα 5.14 ακολουθεί

κατανοµή Poisson µε παράµετρο n ⋅ λ = 5 ⋅ 250 = 1250
Y ∼ P0(1250)

για την οποία προσεγγιστικά µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή

µ = 1250
και διακύµανση

σ2 = 1250
Η αντίστοιχη της Y τυποποιηµένη µεταβλητή

W = Y − 1250√
1250

και η αντίστοιχη της x = 1250 τιµή της

w = 1250 − 1250√
1250

= 0,

οπότε σύµφωνα µε την παρατήρηση 4.5, την (4.36) και τον Πίνακα Ι

P (Y > 1250) = P (W > 0) = 1 −Φ(0) = 1 − 0,5 = 0,5
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Λύση `Ασκησης 5.18

Οι τυχαίες µεταβλητές

X: “ αριθµός λαθών στο πρώτο µέρος µιας σελίδας της εφηµερίδας ”

και

Y : “ αριθµός λαθών στο δεύτερο µέρος µιας σελίδας της εφηµερίδας ”

ακολουθούν κατανοµή Poisson µε παραµέτρους

λ1 = 2,8 και λ2 = 2,2 αντίστοιχα

X ∼ P0(2,8) και Y ∼ P0(2,2),
οπότε σύµφωνα µε ϑεώρ.5.2 η τυχαία µεταβλητή Z =X +Y ακολουθεί επίσης κατανοµή Poisson (X και

Y ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές) µε παράµετρο λ = λ1 + λ2 = 5
Z ∼ P0(5).

α)i) Σύµφωνα µε τον Πίνακα V

P (Z ≥ 1) = 1 − P (Z < 1) = 1 −Φ(1) = 1 − 0,040 = 0,96.

ii) ΄Οµοια

P (Z ≤ 7) = Φ(7) = 0,867
ϐ) Ισχύει

P (Z ≥ ν) < 0,15 ⇔ 1 − P (Z ≤ ν) < 0,15
⇔ P (Z ≤ ν) > 0,85
⇔ ϕ(ν) > 0,85 > ϕ(6).

Εποµένως, (η Φ(z) είναι γνησίως αύξουσα)

ν > 6.

Εποµένως, ο µικρότερος ϕυσικός ν, ώστε η πιθανότητα να υπάρχουν τουλάχιστον ν λάθη στη σελίδα

αυτή να είναι µικρότερη από 15% είναι ν = 7.
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Λύση `Ασκησης 5.20

α) Σύµφωνα µε τον ορισµό της κοινής πυκνότητας πιθανότητας

∬
D
cxydxdy = 1 (i)

όπου D = {(x, y) ∶ x + y < 2, x > 0, y > 0}
∬

D
cxydxdy = c∫

2

0

x(∫ 2−x

0

ydy)dx = c∫ 2

0

x [y2
2
]2−x
0

dx

= c∫
2

0

x
(2 − x)2

2
= 2

3
c

οπότε η (i) δίνει

c = 3

2
.

ϐ) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.8, ισχύει

FX(x) = ∫ x

−∞
(∫ +∞

−∞
fXY (t, s)ds)dt

= ∫
x

0

(∫ 2−t

0

3

2
tsds)dt

= ∫
x

0

t [3s2
4
]2−t
0

dt = ∫
x

0

t
3(2 − t)2

4
dt = 3x4

16
− x3 + 3x2

2

και

FY (y) = ∫ Y

−∞
(∫ +∞

−∞
fXY (t, s)dt) ds = ∫ Y

0

(∫ 2−y

0

3

2
tsdt)ds

= 3y4

16
− y3 + 3y2

2

γ) i) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.7, ισχύει

E(X2Y ) = ∫ +∞

−∞
(∫ +∞

−∞
x2yfXY (x, y)dx)dy

= ∫
2

0

(∫ 2−y

0

x2y
3

2
xydx)dy

= 3

2
∫

2

0

Y 2 (∫ 2−y

0

x3dx)dy
= 3

2
∫

2

0

Y 2 (2 − y)4
4

dy = 3

2

128

105
= 64

95
.

ii) Επίσης, σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.7, ισχύει

E(X) = ∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

όπου

fX(x) = FX(x)
dx

= 3

4
x3 − 3x2 + 3x,

οπότε

E(X) = ∫ 2

0

x(3
4
x3 − 3x2 + 3x)dx = 0,8.

iii) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.7, ισχύει

E(Y 2) = ∫ +∞

−∞
y2fY (y)dy,

όπου

fY (y) = FY (y)
dy

= 3

4
y3 − 3y2 + 3y,

οπότε
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E(Y 2) = ∫ 2

0

y2 (3
4
y3 − 3y2 + 3y)dy = 0,8.
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Λύση `Ασκησης 5.22

Αρχικά, υπολογίζουµε την τιµή της σταθεράς c. Σύµφωνα µε τον ορισµό της κοινής πυκνότητας πιθα-

νότητας

∬
D
fXY (x, y)dxdy = 1

όπου D = {(x, y) ∶ x + y < 1, x > 0 και y > 0}
∫

1

0
∫

1−x

0

cxdydx = 1 ⇔ c∫
1

0

x[y]1−x0 dx = 1

⇔ c∫
1

0

x(1 − x)dx = 1 ⇔ 1

6
c = 1 ⇔ c = 6

α) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.9, ισχύει

fY /X(y/x) = fXY (x, y)
fX(X) , (i)

όπου fX(x) η περιθώρια πυκνότητα πιθανότητας της x, η οποία σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.6 είναι

fX(x) = ∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy = ∫ 1−x

0

6xdy = 6x[y]1−x0 = 6x(1 − x)
οπότε από την (i)

fY ∣x(y,x) = 6x

6x(1 − x) = 1

1 − x, 0 < x < 1
όµοια σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.9

fX/Y (x, y) = fXY (x, y)
fY (y)

όπου

fY (y) = ∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dx = ∫ 1−y

0

6xdx = 6[x2
2
]1−y
0

= 3(1 − y)2
οπότε

fX/Y (x, y) = 6x

3(1 − y)2 = 2x

(1 − y)2 , 0 < y < 1, 0 < x < 1
ϐ) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.16, ισχύει

i) E(Y /x) = ∫ +∞

−∞
yfY /X(y/x)dy = ∫ 1−x

0

y
1

1 − xdy = 1 − x
2

ii) E(Y 2/x) = ∫ +∞

−∞
y2fY ∣x(y,x)dy = ∫ 1−x

0

y2
1

1 − xdy = (1 − x)
2

3

γ) Σύµφωνα µε την αντίστοιχη της (5.12), ισχύει

V ar(X ∣y) = E(X2∣y) − [E(X ∣y)]2. (i)
Σύµφωνα µε τον Ορισµό 5.16, ισχύει

E(X ∣Y ) = ∫ +∞

−∞
xfX ∣Y dx = ∫

1−y

0

x
2x

(1 − y)2 dx = 2(1 − y)
3

και

E(X2∣y) = ∫ +∞

−∞
x2fX/Y (x/y)dx = ∫ 1−y

0

x2
2x

(1 − y)2 dx = (1 − y)
2

2
.

`Ετσι η (i) δίνει

V ar(X ∣y) = (1 − y)2
2

− (2(1 − y)
3

)2 = (1 − y)2
6

δ) i)
P (Y < 1∣x) = ∫ 1

−∞
fY ∣X(y∣x)dy = ∫ 1

x
6xdy = 6x [y2

2
]1
x

= 3x − x3,
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ii)
P (Y < 1∣X > 1

2
) = ∫

1
1

2

P (Y < 1∣x) fX(x)dx
P (X > 1

2
) (iii)

Το ολοκλήρωµα του αριθµητή είναι

∫
1

1

2

P (Y < 1∣x)fX(x)dx = ∫ 1

1

2

(3x − x3)6x(1 − x)dx = 159

320
.

και του παρονοµαστή

P (X > 1

2
) = ∫ 1

1

2

6x(1 − x)dx = 1

2

οπότε η (iii) γίνεται

P (Y < 1∣X > 1

2
) = 159

320

1

2

= 318

320
= 0,994.



13

Λύση `Ασκησης 5.25

Επειδή λ = 30 > 10, χρησιµοποιούµε την κανονική προσέγγιση της κατανοµής της X

X ∼ N(80,80)
οπότε χρησιµοποιώντας την αντίστοιχη της X τυποποιηµένη µεταβλητή

Z = X − 80√
80

προκύπτει ότι :

α) η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

P (X < 100) = P (Z < 100 − 80√
80
)

= P (Z < 2,24)
= Φ(2,24) = 0,9875

ϐ) Η πιθανότητα αυτή, σύµφωνα µε την (4.38), είναι

P (X > 65) = P (Z > 65 − 80√
80
)

= P (Z > −1,68) = P (Z < 1,68)
= Φ(1,68) = 0,9535

Με τη χρήση της αντίστοιχης τυποποιηµένης µεταβλητής της X

Z = X − 465,6√
96

η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

P (X ≤ 8 ⋅ 60) = P (X < 480)

= P (Z < 480 − 465,6√
96

)
= P (Z < 1,47) = Φ(1,47)
= 0,9292


