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8.12 Κβαντοµηχανική

Στην Κβαντοµηχανική, έναν από τους ϑεµελιώδεις τοµείς της σύγχρονης Φυσικής, που αποτελεί ου-

σιαστικά τη ϕυσική του µικρόκοσµου, τα ϕυσικά µεγέθη παριστάνονται µε γραµµικούς τελεστές στο

διανυσµατικό χώρο των κυµατοσυναρτήσεων. Εποµένως, η Γραµµική `Αλγεβρα είναι απαραίτητη σε

όποιον ϑέλει να ασχοληθεί, έστω και στοιχειωδώς, µε την Κβαντοµηχανική, αφού ακόµα και τα αξιώµατά

της περιέχουν αρκετές έννοιες Γραµµικής `Αλγεβρας.

Στην κβαντική ϑεωρία του σπιν ϕερµιονίων η κατάσταση ενός σωµατιδίου (π.χ ηλεκτρονίου) περιγράφεται

από ένα διάνυσµα-στήλη δύο µιγαδικών αριθµών

X = [ c1
c2
] c1, c2 ∈ C, µε ∣c1∣2 + ∣c2∣2 = 1

και οι τελεστές των αντίστοιχων ϕυσικών µεγεθών είναι γραµµικές απεικονίσεις στο διανυσµατικό χώρο

C2 και παριστάνονται από 2 × 2 πίνακες µε µιγαδικά στοιχεία. Οι πίνακες των τελεστών των συνιστωσών

του σπιν (ή τελεστών pauli) είναι

σ1 = [ 0 1

1 0
] σ2 = [ 0 −i

i 0
] σ3 = [ 1 0

0 −1 ] (8.4)

Χρησιµοποιούνται επίσης οι τελεστές αναβίβασης και καταβίβασης

σ+ = [ 0 1

0 0
] σ− = [ 0 0

1 0
] (8.5)

Η εικόνα ενός διανύσµατος X για έναν σπιν-τελεστή s, που συµβολίζεται µε sX, είναι το γινόµενο του

αντίστοιχου πίνακα επί το διάνυσµα-στήλη κυµατοσυνάρτηση. Για παράδειγµα, για ένα ϕερµιόνιο µε

σπιν κυµατοσυνάρτηση

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οι ποσότητες αυτές είναι

σ1X = [ 0 1

1 0
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
3

2

−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

σ2X = [ 0 −i
i 0

]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−i
√
3

2

−i1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

σ3X = [ 1 0

0 −1 ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2

−
√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Παράδειγµα 8.42 α) Να δειχθεί ότι :

σ+X+ = 0⃗, σ+X− =X+, σ−X+ =X−, σ−X− = 0⃗,

όπου

X+ = [ 1

0
] και X− = [ 0

1
]
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ϐ) Να δειχθεί ότι για τους τελεστές του σπιν (8.4) ισχύει :

i) σ2

1 + σ2

2 + σ2

3 = 3I,

όπου I η ταυτοτική απεικόνιση (IX =X, για κάθε X).

ii) σiσj + σjσi = 0, i ≠ j,
όπου 0 η µηδενική απεικόνιση (0X = 0⃗, για κάθε X).

Λύση
α) Σύµφωνα µε την (8.5), οι εικόνες των διανυσµάτων X+ και X− για τους τελεστές σ+ και σ− είναι

σ+X+ = [ 0 1

0 0
] [ 1

0
] = [ 0

0
] = 0⃗

σ+X− = [ 0 1

0 0
] [ 0

1
] = [ 1

0
] =X+

σ−X+ = [ 0 0

1 0
] [ 1

0
] = [ 0

1
] =X−

σ−X− = [ 0 0

1 0
] [ 0

1
] = [ 0

0
] = 0⃗

ϐ) i) Επίσης, σύµφωνα µε την (8.4) οι πίνακες σ2

1
, σ2

2
, σ2

3
είναι

σ2

1 = [ 0 1

1 0
][ 0 1

1 0
] = [ 1 0

0 1
]

σ2

2 = [ 0 −i
i 0

] [ 0 −i
i 0

] = [ 1 0

0 1
]

σ2

3 = [ 1 0

0 −1 ] [ 1 0

0 −1 ] = [ 1 0

0 1
]

οπότε ο πίνακας του τελεστή σ2

1
+ σ2

2
+ σ2

3
είναι

[ 1 0

0 1
] + [ 1 0

0 1
] + [ 1 0

0 −1 ] = 3[ 1 0

0 1
] = 3I2,

όπου I2 ο 2 × 2 µοναδιαίος πίνακας. Εποµένως

σ2

1 + σ2

2 + σ2

3 = 3I,

όπου I η ταυτοτική απεικόνιση (IX =X, για κάθε X).

ii) Θα δείξουµε τη σχέση για i = 1 και j = 2.

Σύµφωνα µε την (8.4), ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης σ1σ2 + σ2σ1 είναι

σ1σ2 + σ2σ1 = [ 0 1

1 0
][ 0 −i

i 0
] + [ 0 −i

i 0
] [ 0 1

1 0
] = [ i 0

0 −i ] + [ −i 0

0 i
]

= [ 0 0

0 0
]

οπότε σ1σ2 + σ2σ1 = 0,

όπου 0 η µηδενική απεικόνιση.

`Οµοια γίνεται η απόδειξη και για τις άλλες περιπτώσεις.

Αν και παράξενη, αυτή είναι η γλώσσα της Κβαντοµηχανικής, η οποία είναι η µοναδική ϑεωρία

Φυσικής που ερµηνεύει τα ϕαινόµενα του µικρόκοσµου.
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Στην Κβαντοµηχανική η έννοια των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων είναι πολύ ϐασική. Οι δυνατές

τιµές που προκύπτουν από τη µέτρηση ενός ϕυσικού µεγέθους (π.χ ενέργεια, ορµή, στροφορµή) είναι οι

ιδιοτιµές του αντίστοιχου τελεστή (γραµµική απεικόνιση) και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα αντιστοιχούν

σε καταστάσεις στις οποίες µία µέτρηση του µεγέθους αυτού για το σωµατίδιο δίνει την αντίστοιχη ιδιοτιµή

και τις ονοµάζουµε ιδιοκαταστάσεις.

Στη ϑεωρία του σπιν ϕερµιονίων, οι µετρούµενες τιµές ενός ϕυσικού µεγέθους είναι οι ιδιοτιµές του

αντίστοιχου πίνακα 2 × 2.

Παράδειγµα. Οι δυνατές τιµές της ενέργειας ενός ϕερµιονίου µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ = B0êz
είναι οι ιδιοτιµές του τελεστή της ενέργειας

Ĥ = cB0σ3 = cB0 [ 1 0

0 −1 ] c σταθερά

του οποίου το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι

PH(λ) = (cB0 − λ)(−cB0 − λ)
οπότε οι δυνατές τιµές της ενέργειας του ϕερµιονίου είναι (ιδιοτιµές του Ĥ )

λ = cB0 και λ = −cB0.

Παράδειγµα 8.43 Να ϐρεθούν οι δυνατές τιµές της ενέργειας ενός ηλεκτρονίου που ϐρίσκεται

µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ = B0x⃗0, οπότε ο τελεστής ενέργειάς του είναι

Ĥ = cB0σ1 = cB0 [ 0 1

1 0
] c σταθερά

και οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις.

Λύση
Οι δυνατές τιµές της ενέργειας του ηλεκτρονίου είναι οι ιδιοτιµές του τελεστή ενέργειας, οι οποίες είναι

ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

∣H − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ −λ cB0

cB0 −λ ∣ = 0 ⇔ λ2 − (cB0)2 = 0
⇔ λ = cB0 ή λ = −cB0

Η αντίστοιχη της ιδιοτιµής λ1 = cB0 ιδιοκατάσταση

X = [ u1
u2
] u2

1
+ u2

2
= 1

προκύπτει από το σύστηµα

ĤX = λ1X ⇔ [ 0 cB0

cB0 0
][ u1

u2
] = cB0 [ u1

u2
]

⇔ [ cB0u2
cB0u1

] = [ cB0u1
cB0u2

]
⇔ cB0u1 = cB0u2 ⇔ u1 = u2

οποτε, λόγω και του ότι u2
1
+ u2

2
= 1,

u1 = u2 = 1√
2

και η αντίστοιχη ιδιοκατάσταση είναι X1 = 1√
2
[ 1

1
].

`Οµοια προκύπτει ότι η αντίστοιχη της ιδιοτιµής λ2 = −cB0 ιδιοκατάσταση είναι X2 = 1√
2
[ 1−1 ]
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8.13 Εφαρµογές µε Matlab

Με τη ϐοήθεια των εντολών για πράξεις πινάκων που δίνονται στην Ενότητα 14.5 µπορούµε να απα-

ντήσουµε εύκολα ερωτήµατα όπως στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 8.44 Να ϐρεθεί ο τύπος της γραµµικής απεικόνισης

f ∶ R3 → R2 f(x, y, z) = (x − y,x + z), x, y ∈ R
ως προς τις ϐάσεις

e⃗′
1
= (0,1,0), e⃗′

2
= (1,0,−1), e⃗′

3
= (0,1,1) του R3

και ǫ⃗′
1
= (1,1), ǫ⃗′

2
= (1,0) του R2.

Λύση
Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f ως προς τις συνήθεις ϐάσεις των R3 και R2 είναι

A = [ 1 −1 0

1 0 1
]

και οι πίνακες µετάβασης από τις κανονικές ϐάσεις των R3 και R2 στις ϐάσεις e⃗′
1
, e⃗′

2
, e⃗′

3
και ǫ⃗′

1
, ǫ⃗′

2
του

είναι

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

1 0 1

0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και Q = [ 1 1

1 0
],

οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 6.20 ο πίνακας της f ως προς τις ϐάσεις αυτές είναι

B = Q−1AP .

`Ετσι χρησιµοποιούµε τις εντολές

A=[1 -1 0; 1 0 1];

P=[0 1 0; 1 0 1; 0 -1 1];

Q=[1 1;1 0];

Qinv=inv(Q);

B=Qinv*A*P;

disp(B)

από την εκτέλεση των οποίων προκύπτει :

B =
0 0 1

-1 1 -2

`Αρα, ο τύπος της f ως προς τις ϐάσεις αυτές είναι

f(x′, y′, z′) = (z′,−x′ + y′ − 2z′).
Οι ιδιοτιµές ενός πίνακα a (που έχει εισαχθεί µε τον γνωστό τρόπο) στο Matlab προκύπτουν µε την

εντολή

eig(a)

που δίνει τις ιδιοτιµές στον πίνακα d. Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα vi προκύπτουν από τη λύση

των συστηµάτων

avi = d(i)vi,
που µπορεί να γίνει µε τις εντολές του επόµενου παραδείγµατος (ϐλ. Ενότητα 14.5).

Παράδειγµα Οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα µοναδιαία ιδιοδιανύσµατα του πίνακα
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A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 1 2

0 3 0

2 1 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
προκύπτουν µε τις εντολές

a = [5 1 2; 0 3 0; 2 1 5];

syms x y z;

v=[x;y;z];

d=eig(a);

n=size(d);

for i=1:n

u=solve(a*v-d(i)*v);

disp(’’)

sprintf(’eigenvalue:%f’, d(i))

sprintf(’eigenvectors: (%s,%s,%s)’,char(u.x),char(u.y),char(u.z))

end

Από την εκτέλεση προκύπτει :

eigenvalue: 7

eigevectors: (z1,0,z1)

eigenvalue: 3.0000

eigevectors: (- z2/2 - z3,z2,z3)

eigenvalue: 3.0000

eigevectors: (- z2/2 - z4,z2,z4)

Από την εκτέλεση αυτή προκύπτει ότι ο πίνακας αυτός έχει :

▸ Την απλή ιδιοτιµή d1 = 7 µε αντίστοιχο ιδιοχώρο

V (7) = {z1(1,0,1), z1 ∈ R} = span(1,0,1).
▸ Τη διπλή ιδιοτιµή d2 = d3 = 3 µε αντίστοιχο ιδιοχώρο

V (3) = {(−z2
2
− z4, z2, z4) = z2

2
(−1,2,0) + z4(−1,0,1), z2, z4 ∈ R}

= span [(−1,2,0), (−1,0,1)] .
Οι ιδιοτιµές και τα µοναδιαία (µέτρου µονάδας) ιδιοδιανύσµατα ενός πίνακα a προκύπτουν µε την

εντολή

[V,D]=eig(a)

η οποία δίνει ως πίνακα D το διαγώνιο πίνακα που έχει στην διαγώνιο τις ιδιοτιµές και ως πίνακα

V τον πίνακα που έχει ως στήλες τα αντίστοιχα µοναδιαία ιδιοδιανύσµατα, οπότε

D = V −1aV.
Παράδειγµα Οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα µοναδιαία ιδιοδιανύσµατα του πίνακα a του προηγούµενου

παραδείγµατος προκύπτουν µε τις εντολές

a = [5 1 2; 0 3 0; 2 1 5];

[V,D]=eig(a)

Από την εκτέλεση προκύπτει :
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V =
0.7071 -0.7071 -0.0129

0 0 0.8994

0.7071 0.7071 -0.4369
D =
7.0000 0 0

0 3.0000 0

0 0 3.0000

Με τις εντολές

vinv=inv(V)

q=vinv*a*V

από την εκτέλεση των οποίων προκύπτει :

vinv=
0.7071 0.3536 0.7071

-0.7071 0.3333 0.7071

0 1.1118 0
q =

7.0000 0 0

0 3.0000 0

0 0 3.0000

επαληθεύουµε ότι D = V −1aV.
Παράδειγµα 8.45 Οι αβαρείς ϱάβδοι ΑΒ και Γ∆ του Σχήµατος 8.22 είναι πακτωµένες στα άκρα

τους Α και ∆, ϕέρουν σηµειακά ϕορτία m1 = 650 kg και m2 = 480 kg στα άκρα τους Β και Γ

και συνδέονται µε ελατήριο σταθεράς k = 2kN/m. Αν οι πίνακες δυσκαµψίας και µάζας του

συστήµατος είναι

K = [ 932,81 −2000−2000 596,3
] και M = [ m1 0

0 m2

]
να ϐρεθούν :

α) Οι ιδιοσυχνότητες ωi και οι αντίστοιχες ιδιοµορφές ϕ⃗i, για τις οποίες

(K − ω2M)ϕ⃗i = 0 (i)
όπου το δεύτερο στοιχείο των ιδιοµορφών να είναι µονάδα.

ϐ) Οι συντελεστές διέγερσης Li, που ορίζονται ως

Li = ϕ⃗T
i M [ 1

1
]. (ii)

γ) Οι γενικευµένες µάζες m∗i , που ορίζονται ως

m∗i = ϕ⃗T
i Mϕ⃗i. (iii)

δ) Ο πίνακας ενεργών δυσκαµψιών K∗, που ορίζεται ως

K∗ = ΦTMΦ⃗, (iv)
όπου Φ πίνακας που έχει ως στήλες τις παραπάνω ιδιοµορφές ϕ⃗i.

m
1

A

B

Γ Δ
m

2

k

Σχήµα 8.22 Το σύστηµα του Παραδείγµατος 8.45
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Λύση
Αφού ορίσουµε τις συµβολικές µεταβλητές και αποθηκεύσουµε τα δεδοµένα σε µεταβλητές :

▸ Λύνουµε την εξίσωση

det(K − qM) = 0, όπου q = ω2

από την οποία προκύπτουν οι τιµές του q και οι αντίστοιχες ιδιοσυχνότητες ω =√q.
▸ Στη συνέχεια, για κάθε τιµή qi που προκύπτει από την παραπάνω εξίσωση λύνουµε το αντίστοιχο

σύστηµα (K−qiM)ϕ⃗i = 0, (το οποίο είναι αόριστο) ϑέτοντας µονάδα το δεύτερο στοιχείο κάθε ιδιοµορφής

ϕ⃗i.

▸ Κατόπιν, υπολογίζουµε τους συντελεστές διέγερσης, τις γενικευµένες µάζες και τον πίνακα ενεργών

δυσκαµψιών από τις (ii) − (iv).
% dedomena

m1=650;

m2=480;

M=diag([m1 m2]);

K=[932.81 -200; -200 596.3];

% (a)

syms f1 f2 x real

syms q positive

% euresh idiosyxnothtvn kai idiomorfvn

rrr=det(K-q*M);

idiosyxq=solve(rrr);

n=length(idiosyxq);

idiosyxw=idiosyxq.1/2);

for i=1:n

A=K-idiosyxq(i)*M;

B=A*[f1 f2]’;

s=solve(B(1),B(2));

s1=s.f1;

s11=subs(s1,x,1);

f=[s11 1]’;

F(:,i)=f;

sprintf(’/n Idiosyxnothta w%d=%f’,i,eval(idiosyxw(i)))

sprintf(’/n Idiomorfh f%d=(%f,1)’,i,s11)

end

% (b)

for i=1:n

f=F(:,i)’;

I=[1 1]’;

L=f*M*I;

sprintf(’/n Syntelesths diegershs L%d=%f’,i,L)

end

% (c)

for i=1:n

f=F(:,i);

m=f’*M*f;

sprintf(’/n Genikeymenh maza m%d*=%f’,i,m)

end

% (d)

DysK=F’*M*F;

disp(’K*=’)

disp(DysK)

Από την εκτέλεση του προγράµµατος αυτού προκύπτει
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Idiosyxnothta w1=1.307478

Idiomorfh f1=(-1.121299,1)

Idiosyxnothta w2=0.983811

Idiomorfh f2=(0.658577,1)

Syntelesths diegershs L1=-248.844090

Syntelesths diegershs L2=908.075090

Genikeymenh maza m1*=1297.251859

Genikeymenh maza m2*=761.920436

K*=

1.0e+03 *

1.2973 0.0000

0.0000 0.7619

Παράδειγµα 8.46 Οι δυσκαµψίες των αβαρών ϱάβδων του Σχήµατος 8.23, που είναι πακτωµένες

στα άκρα τους Α και Ε, είναι

k1 = 4220kN/m, k2 = 13010kN/m και k3 = 16920kN/m.

Επίσης, οι ϱάβδοι ϕέρουν σηµειακά ϕορτία m1 = 7,6 tn, m2 = 5,1 tn και m3 = 8,2 tn στα άκρα

τους Β, Γ και ∆ και συνδέονται µεταξύ τους µε ελατήριο σταθεράς k0 = 17220kN/m. Αν οι πίνακες

δυσκαµψίας και µάζας του συστήµατος είναι

K =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
k1 + k2 −k2 0−k2 k0 + k2 −k0

0 −k0 k0 + k3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Να ϐρεθούν :

α) Οι ιδιοσυχνότητες ωi και οι αντίστοιχες ιδιοµορφές ϕ⃗i, για τις οποίες

(K − ω2M)ϕ⃗i = 0 (i)
όπου το τρίτο στοιχείο κάθε ιδιοµορφής να είναι µονάδα.

ϐ) Οι συντελεστές διέγερσης Li, που ορίζονται ως

Li = ϕ⃗T
i M

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
γ) Οι γενικευµένες µάζες m∗i , που ορίζονται ως

m∗i = ϕ⃗T
i Mϕ⃗i.

δ) Ο πίνακας ενεργών δυσκαµψιών K∗, που ορίζεται ως

K∗ = ΦTMΦ,

όπου Φ πίνακας που έχει ως στήλες τις παραπάνω ιδιοµορφές ϕ⃗i.

m
1

m
3

m
2

Α

Β

Γ Δ

Ε

k
0

k
1

k
2 k

3

Σχήµα 8.23 Το σύστηµα του Παραδείγµατος 8.46
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Λύση
Αν χρησιµοποιήσουµε την διαδικασία του προγράµµατος του Παραδείγµατος 8.45 δε προκύπτει λύση του

αόριστου συστήµατος (i). Αυτό οφείλεται στο ότι οι ιδιοτιµές στην περίπτωση αυτή είναι άρρητες και για

τη λύση του συστήµατος χρησιµοποιείται η δεκαδική τους προσέγγιση. Αυτό δηµιουργεί υπολογιστική

αριθµητική αστάθεια αντίστοιχη της απροσδιοριστίας
0

0
. `Οµως, σύµφωνα µε την Ενότητα 3.6, για να

λύσουµε αυτό το σύστηµα αρκεί να λύσουµε δύο από τις εξισώσεις του (π.χ. την πρώτη και δεύτερη) ως

προς δύο αγνώστους (π.χ. f1 και f2) δίνοντας στον τρίτο άγνωστο (f3) µία τιµή (π.χ f3 = 1). `Ετσι, τα

ερωτήµατα του παραδείγµατος απαντώνται µε το παρακάτω πρόγραµµα.

syms f1 f2 f3 real

syms q positive

k0= 5220;

k1=4220;

k2= 3010;

k3= 6920;

m1=7096;

m2=5100;

m3=8632;

K=[k1+k2 -k2 0; -k2 k0+k2 -k0; 0 -k0 k0+k3];

M=diag([m1 m2 m3]);

% (a)

idiosyxq=solve(det(K-q*M));

idiosyxw=idiosyxq.1/2);

n=length(idiosyxq);

% ypologismos idiomorfwn

for i=1:n

A=K-idiosyxq(i)*M;

B=A*[f1 f2 f3]’;

[ff1 ff2]=solve(B(1),B(2),f1,f2);

f3=1;

ff1=eval(ff1);

ff2=eval(ff2);

F(:,i)=[ff1 ff2 f3];

sprintf(’/n Idiomorfh f%d=(%f %f %f)’,i,ff1,ff2,f3)

sprintf(’/n Idiosyxnothta w%d=%f’,i,eval(idiosyxq(i)))

end

% (b)

for i=1:n

f=F(:,i)’;

I=[1 1 1]’;

L=f*M*I;

sprintf(’/n Syntelesths diegershs L%d=%f’,i,L)

end

% (c)

for i=1:n

f=F(:,i);

m=f’*M*f;

sprintf(’/n Genikeymenh maza m%d*=%f’,i,m)

end

% (d)

DysK=F’*M*F;

disp(’K*=’)

disp(DysK)
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από τη λύση του οποίου προκύπτει

Syntelesths diegershs L3=9508.314243

Genikeymenh maza m1*=20822.372837

Genikeymenh maza m2*=23259.036962

Genikeymenh maza m3*=10741.849398

K*=

1.0e+04 *

2.0822 0.0268 0.3662

0.0268 2.3259 1.1179

0.3662 1.1179 1.0742

8.14 Εφαρµογές στη ϱοµποτική
Στις ϱοµποτικές εφαρµογές διάφορα στελέχη κινούνται στο χώρο µε τη ϐοήθεια κάποιου µηχανισµού,

οπότε το πρώτο πράγµα που είναι απαραίτητο είναι ο καθορισµός της ϑέσης και του προσανατολισµού

κάθε στελέχους µε τη ϐοήθεια ενός συστήµατος συντεταγµένων. Η αλλαγή της ϑέσης και του προσανατο-

λισµού ενός στελέχους γίνεται µε τη ϐοήθεια πινάκων, που παριστάνουν γραµµικές απεικονίσεις, όπως

η µεταφορά και η στροφή.

Καθορισµός ϑέσης και προσανατολισµού

Ο προσανατολισµός της ϑέσης και του προσανατολισµού ενός στελέχους γίνεται µε τη ϐοήθεια ενός

ακίνητου συστήµατος αναφοράς Oxyz. ΄Εχοντας ορίσει ένα ακίνητο σύστηµα αναφοράς U Oxyz, η ϑέση

ενός σηµείου A ενός στελέχους καθορίζεται από το διάνυσµα ϑέσης του ως προς το U ,

r⃗U =Ð→OA =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xAU

yAU

zAU

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για να καθορίσουµε τη ϑέση ενός στελέχους στο χώρο δεν αρκεί, ϐεβαίως, ο καθορισµός της ϑέσης του

σηµείου A, καθώς το A µπορεί να ϐρίσκεται σε µία δεδοµένη ϑέση για άπειρους προσανατολισµούς του

στελέχους, αλλά απαιτείται και ο προσανατολισµός του, του οποίου ο καθορισµός δίνεται στη συνέχεια.

Αν προσαρτήσουµε στο στέλεχος ένα σύστηµα αναφοράς V, τότε ο προσανατολισµός του µπορεί να

καθοριστεί από τις συντεταγµένες, ως προς το ακίνητο σύστηµα αναφοράς U, των µοναδιαίων διανυσµάτων

κατά µήκος των αξόνων του συστήµατος αναφοράς V (ϐλ. Σχήµα 8.24) δηλαδή από µία γραµµική

απεικόνιση που παριστάνεται από έναν πίνακα 3 × 3 (πίνακα στροφής του συστήµατος αναφοράς ως

προς το ακίνητο σύστηµα αναφοράς U ) µε στήλες τις συντεταγµένες των µοναδιαίων διανυσµάτων του

συστήµατος αναφοράς V ως προς το σύστηµα αναφοράς U .

xv

yv

zv

O

xv

yv

O

zv

xv
yv

zv

O

xu

yu
zu

xu

yu
zu

xu

yu
zu

Σχήµα 8.24 Προσαρτηµένο σύστηµα αναφοράς ϱοµποτικού στελέχους
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Παρατήρηση 8.10 Για τον προσδιορισµό της ϑέσης και του προσανατολισµού ενός αντικειµένου

στον χώρο ορίζουµε την έννοια του αντίστοιχου πλαισίου V , ως ένα σύνολο 4 διανυσµάτων, τα

οποία είναι :

▸ το διάνυσµα ϑέσης, ως προς ένα ακίνητο πλαίσιο αναφοράς, ενός σηµείου του αντικειµένου,

▸ ένας πίνακας 3 × 3 που έχει ως στήλες τις συντεταγµένες, ως προς το πλαίσιο αναφοράς U ,

των διανυσµάτων κατά µήκος των αξόνων του προσαρτηµένου στο αντικείµενο καρτεσιανού συ-

στήµατος αναφοράς V και λέγεται πίνακας στροφής του πλαισίου V ως προς το πλαίσιο U ή πίνα-

κας προσανατολισµού του πλαισίου V ως προς το πλαίσιο U .

Με τον ίδιο τρόπο γίνεται η περιγραφή της ϑέσης και του προσανατολισµού του προσαρτηµένου συ-

στήµατος αναφοράς ενός στελέχους σε µία ϑέση B ως προς τη ϑέση και τον προσανατολισµό του σε µία

άλλη ϑέση A ή µε άλλα λόγια η περιγραφή ενός πλαισίου σε σχέση µε ένα άλλο πλαίσιο.

Από τον ορισµό του πίνακα στροφής προκύπτει ότι :

Παρατήρηση 8.11 Σε µία στροφή κάθε σηµείο M ως προς ένα πλαίσιο A µετατοπίζεται στο σηµε-

ίο M ′, όπου

r⃗′A = Rr⃗A,

R ο πίνακας της στροφής και r⃗A, r⃗
′

A οι πίνακες-στήλη των συντεταγµένων των σηµείων M και M ′

στο σύστηµα αναφοράς A.

Ονοµάζουµε µεταφορά στον χώρο τη µετατόπισή κάθε σηµείου κατά το µήκος και τη διεύθυνση

ενός δεδοµένου διανύσµατος.

Σε µία µεταφορά κατά το διάνυσµα (πίνακας-στήλη) ένα σηµείο M µετατοπίζεται στο σηµείο M ′,

όπου

r⃗′A = d⃗ + r⃗A
και r⃗A, r⃗

′

A οι πίνακες-στήλη των συντεταγµένων των σηµείων M και M ′ στο σύστηµα αναφοράς

A.

Επίσης από τα παραπάνω προκύπτει ότι :

Παρατήρηση 8.12 Σε µία µεταφορά και στροφή ένα σηµείο M µε συντεταγµένες xA ως προς ένα

πλαίσιο A µετατοπίζεται στο σηµείο M ′ όπου

r⃗′A = d⃗ +R r⃗A

και
Ð→
d το διάνυσµα (πίνακας-στήλη) κατά το οποίο γίνεται η µεταφορά, R ο πίνακας της στροφής

και r⃗A, r⃗
′

A τα διανύσµατα-στήλη των συντεταγµένων του σηµείου M και M ′ ως προς το πλαίσιο

αναφοράς A.

Από την Ενότητα 5.5 προκύπτει :

Παρατήρηση 8.13 Το γινόµενο ενός πίνακα στροφής R µε ένα διάνυσµα u⃗ του χώρου είναι το

διάνυσµα u⃗′ που προκύπτει από τη δεδοµένη στροφή του u⃗,

u⃗′ = Ru⃗

∆ηλαδή, ο πίνακας στροφής R ενός πλαισίου Α, ως προς ένα άλλο πλαίσιο B, στρέφει µε τον ίδιο

τρόπο κάθε διάνυσµα του χώρου.
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y

z

x

O

u

u'

φ

Σχήµα 8.25 Στροφή διανυσµάτων

Επίσης ισχύει

Παρατήρηση 8.14 Αν ένα διάνυσµα ή πλαίσιο υποστεί δύο διαδοχικές στροφές που εκφράζονται

από τους πίνακες R1 και R2, τότε η ϑέση του ως προς το ακίνητο σύστηµα αναφοράς δίνεται από

τον πίνακα

R = R2R1.

Συνοψίζοντας :

Παρατήρηση 8.15 Η ϑέση και ο προσανατολισµός ενός αντικειµένου, ως προς ένα ακίνητο σύστη-

µα αναφοράς U, αποτελούν ένα πλαίσιο V που περιγράφεται από :

▸ το διάνυσµα ϑέσης
Ð→
P0 ενός δεδοµένου σηµείου του αντικειµένου, ως προς την αρχή του ακίνη-

του συστήµατος αναφοράς U,

▸ έναν πίνακα V
UR = [rij] που λέγεται πίνακας στροφής του συστήµατος αναφοράς V ως προς το

σύστηµα αναφοράς U, του οποίου τα στοιχεία είναι

rij = êi ⋅ ê′j (8.6)

όπου êi, i = 1,2,3 τα µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος των αξόνων του ακίνητου συστήµατος ανα-

ϕοράς U και ê′j , j = 1,2,3 τα µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος των αξόνων του προσαρτηµένου

στο αντικείµενο συστήµατος V . ∆ηλαδή, ο πίνακας R έχει ως στήλες τις συντεταγµένες ως προς το

U των µοναδιαίων διανυσµάτων του V . Λόγω των παραπάνω, για το πλαίσιο V χρησιµοποιούµε τον

συµβολισµό

V = {Ð→P0,
V
UR},

όπου
Ð→
P0 το διάνυσµα ϑέσης της αρχής του συστήµατος αναφοράς ως προς το ακίνητο σύστηµα

αναφοράς.

`Οµοια, η ϑέση και ο προσανατολισµός ενός πλαισίου Β ως προς ένα άλλο πλαίσιο Α περιγράφεται

από :

▸ το διάνυσµα ϑέσης p⃗0, ως προς το A, ενός σηµείου του B, π.χ. της αρχής του προσαρτηµένου

συστήµατος αναφοράς,

▸ τον πίνακα στροφής A
BR του προσαρτηµένου στο Β συστήµατος αναφοράς ως προς το

σύστηµα αναφοράς του πλαισίου Α.

Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι το πλαίσιο Β προκύπτει από πλαισίου A µε µεταφορά κατά το διάνυ-

σµα p⃗0 και στροφή κατά τον πίνακα A
BR.

Οι πίνακες στροφής είναι ορθογώνιοι πίνακες (ως πίνακες µετάβασης µεταξύ ορθογώνιων ϐάσεων, ϐλ.
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Ενότητα 11.2), οπότε ο αντίστροφος ενός πίνακα στροφής είναι ο ανάστροφός του. Αυτό σηµαίνει ότι :

Παρατήρηση 8.16 Ο προσανατολισµός ενός πλαισίου B ως προς ένα πλαίσιο A περιγράφεται

από τον ανάστροφο του πίνακα του προσανατολισµού του πλαισίου A ως προς το πλαίσιο B.

▸ Το πλαίσιο B του Σχήµατος 8.26 προκύπτει από στροφή του πλαισίου A.

ez

e'x e'y

φ

ey

e''xx ee'y

φ

ezee

eyyee

xA

xB

zA

zB

e'z

φ

φ

Oeyex

yB

yA

xA xB

yB

yA

u

zA

zB

(α) (β)

Σχήµα 8.26 Το πλαίσιο B προκύπτει από στροφή του πλαισίου A.

▸ Το πλαίσιο B του Σχήµατος 8.27 προκύπτει από µετατόπιση και στροφή του πλαισίου A.

xA

xB

yA

u

zA

zΒ

Σχήµα 8.27 Το πλαίσιο B προκύπτει από µετατόπιση και στροφή του πλαισίου A.

Παρατήρηση 8.17 Από τον ορισµό του πίνακα στροφής προκύπτει ότι :

▸ Αν το πλαίσιο B προκύπτει από µεταφορά του πλαισίου A κατά το διάνυσµα u⃗ (ϐλ. Σχήµα

8.28α), τότε οι συντεταγµένες

r⃗A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
xA
yA
zA

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και r⃗B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
xB
yB
zB

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ενός σηµείου του χώρου ως προς τα δύο πλαίσια συνδέονται µε τη σχέση

r⃗A = r⃗B + u⃗ (8.7)

▸ Αν το πλαίσιο B προκύπτει από στροφή του πλαισίου A (ϐλ. Σχήµα 8.28β), τότε ισχύει

r⃗A =BAR r⃗B . (8.8)

όπου B
AR ο πίνακας στροφής του πλαισίου B ως προς το πλαίσιο A.

▸ Αν το πλαίσιο B προκύπτει από µεταφορά του πλαισίου A κατά το διάνυσµα u⃗ και στρο-

ϕή του κατά τον πίνακα στροφής B
AR, τότε (ϐλ. Σχήµα 8.29)

r⃗A = u⃗ +BAR r⃗B (8.9)
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(α) (β)

zB

xB

yBM
xBM

zBM

yA

zBM

xA

zA

M
M'

yByBM

xBM

xB

xA

M'
yB

yBM

zA

yA

zB

zBM

yBMxBM

zBM

X B
M

M

u

Σχήµα 8.28 α) Μεταφορά ϐ) στροφή πλαισίου

M

M'

xA
xAM

yAM

zAM

zBM yBM

xBM

xB
yB

yA

u

zA

zΒ

Σχήµα 8.29 Το πλαίσιο B προκύπτει από µεταφορά και στροφή του πλαισίου A

Παράδειγµα 8.47 α) Να ϐρεθεί ο πίνακας στροφής κατά ϕ γύρω από τον άξονα x.

ϐ) Το πλαίσιο B προκύπτει από στροφή του πλαισίου A κατά 45
○ γύρω από τον άξονα x. Να υπο-

λογιστούν :

i) Οι συντεταγµένες ως προς το πλαίσιο B του σηµείου M µε συντεταγµένες M(0,1,0)A ως προς το

πλαίσιο A.

ii) Οι συντετεγαµένες ως προς το πλαίσιο A του σηµείου N µε συντεταγµένες, N(0,0,−1)B ως

προς το πλαίσιο B.

iii) Οι συντεταγµένες ως προς το πλαίσιο A των σηµείων M ′ και N ′ στα οποία µετατοπίζονται τα

σηµεία M και N κατά τη στροφή αυτή.

Λύση
α) Από τη στροφή του καρτεσιανού συστήµατος OxAyAzA του Σχήµατος 8.30 κατά ϕ γύρω από τον άξονα

x προκύπτει το καρτεσιανό σύστηµα OxByBzB.

Από το Σχήµα 8.30 ϕαίνεται ότι οι συντεταγµένες ως προς το σύστηµα A των µοναδιαίων διανυσµάτων

ê′x, ê
′

y , ê
′

z του συστήµατος B είναι

ê′x = êx

ê′y = cosϕêy + sinϕêz

ê′z = − sinϕêy + cosϕêz
οπότε ο πίνακας στροφής κατά ϕ γύρω από τον άξονα x είναι :

Rx =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 cosϕ − sinϕ

0 sinϕ cosϕ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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φ

eyeeeyy

φφ

zA

yA
Oey

zΒ

xA

xA

yΒ

φ

φ

e'z
e'y

e'x

ex

ez

Σχήµα 8.30 Στροφή κατά ϕ γύρω από τον άξονα x

ϐ) i) Ο πίνακας στροφής του πλαισίου B ως προς το πλαίσιο A, προκύπτει από το (α) για ϕ = 45○

Rx =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0

√
2

2
−

√
2

2

0

√
2

2

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε για τις συντεταγµένες ως προς το πλαίσιο B του σηµείου M µε r⃗MA = [ 0 1 0 ]T ισχύει (ϐλ.

Σχήµα 8.31α)

r⃗MA =BAR r⃗MB
οπότε

r⃗MB = B
AR
−1r⃗MA =BART r⃗MA

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0

√
2

2

√
2

2

0 −

√
2

2

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0√
2

2

−

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

xA

zA

yA

zA

xB

yB

N

φ
yBN

zBN

xA

zA

yA

zA

xB

yB

M

1

φ

yBM

zBM

(α) (β)

Σχήµα 8.31 Συντεταγµένες σηµείων στα πλαίσια A και B

ii) Οι συντεταγµένες r⃗NA του σηµείου N που έχει συντεταγµένες r⃗NB στο πλαίσιο B είναι (ϐλ. Σχήµα

8.31β)

r⃗NA =BAR r⃗NB =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0

√
2

2
−

√
2

2

0

√
2

2

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0√
2

2

−

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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iii) Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 8.10 το σηµείο M µετατοπίζεται στο σηµείο M ′ (ϐλ. Σχήµα 8.32α) µε

συντεταγµένες, ως προς το πλαίσιο A,

r⃗M
′

A =BAR r⃗MA =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0

√
2

2
−

√
2

2

0

√
2

2

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0√
2

2√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

zA

Μ'

Μ

1

yAyAΜ'

ΖAΜ'

xA

φ

zA

Ν'

Ν

yA

yAΝ'

ΖAΝ'

xA
φ

-1

(α) (β)

Σχήµα 8.32 Μετακίνηση των σηµείων M και N από στροφή γύρω από τον άξονα x

΄Οµοια, το σηµείο N µε συντεταγµένες r⃗NA = [ 0

√
2

2
−

√
2

2

]T µετατοπίζεται στο σηµείο N ′ µε συντε-

ταγµένες (ϐλ. Σχήµα 8.32β)

r⃗N
′

A =BAR r⃗NA =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0

√
2

2
−

√
2

2

0

√
2

2

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0√
2

2

−

√
2

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Παράδειγµα 8.48 α) Να ϐρεθεί ο πίνακας στροφής κατά ϕ γύρω από τον άξονα z

ϐ) Το πλαίσιο B προκύπτει από περιστροφή του πλαισίου A κατά 37
○ γύρω από τον άξονα zA και

το πλαίσιο Γ από περιστροφή του πλαισίου B γύρω από τον άξονα x κατά 30
○. Να ϐρεθούν :

i)Ο πίνακας στροφής του πλαισίου Γ ως προς το πλαίσιο A.

ii) Οι συντεταγµένες ως προς το πλαίσιο Γ του σηµείου M µε συντεταγµένες r⃗MA = [ −1 0 −1 ]T
ως προς το πλαίσιο A.

iii) Οι συντεταγµένες ως προς τα πλαίσια A και B του σηµείου N µε συντεταγµένες

r⃗N
Γ
= [ 0 1 −1 ]T ως προς το πλαίσιο Γ.

iv) Οι συντεταγµένες ως προς το πλαίσιο A του σηµείου στο οποίο µετατοπίζεται από τις δύο αυτές

διαδοχικές στροφές το σηµείο K µε συντεταγµένες r⃗KA = [ 1 −1 0 ]T
Λύση
α) Από τη στροφή του καρτεσιανού συστήµατος OxAyAzA του Σχήµατος 8.33α κατά ϕ γύρω από τον

άξονα z προκύπτει το καρτεσιανό σύστηµα OxByBzB.

Από το Σχήµα 8.33α ϕαίνεται ότι οι συντεταγµένες ως προς το σύστηµα A των µοναδιαίων διανυσµάτων

ê′x, ê
′

y , ê
′

z του συστήµατος B είναι

ê′x = cosϕêx + sinϕêy

ê′y = − sinϕêx + cosϕêy
ê′z = êz

οπότε ο πίνακας στροφής κατά ϕ γύρω από τον άξονα x είναι :
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Rx =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

φ

φ

zA

z'A

x'B y'B

xA

φ

yA
Oey

φ

xA

zA

φ

eze'z

e'y

e'x
φ

φ
Oeyex

ey yA

zA

xB

yB

(α) (β)

Σχήµα 8.33 Στροφή κατά ϕ γύρω από τον άξονα z

ϐ) i) Ο πίνακας στροφής του πλαισίου Γ ως προς το πλαίσιο A είναι

Γ

AR =ΓBRx
B
ARz, (i)

όπου B
AR ο πίνακας στροφής του πλαισίου B ως προς το πλαίσιο A και Γ

BR ο πίνακας στροφής του

πλαισίου Γ ως προς το πλαίσιο B. Ο πίνακας B
ARz προκύπτει από το (α) για ϕ = 37○

B
ARz =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos 37
○
− sin 37

○
0

sin 37
○

cos 37
○

0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,8 −0,6 0

0,6 0,8 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο πίνακας στροφής του πλαισίου Γ ως προς το πλαίσιο B (προκύπτει µε στροφή κατά ϕ = 30○ γύρω από

τον άξονα xA) είναι

Γ

BRx =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 cos 30
○
− sin 30

○

0 sin 30
○

cos 30
○

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 0,87 −0,5

0 0,5 0,87

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Ετσι, η (i) δίνει

Γ

AR =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 0,87 −0,5

0 0,5 0,87

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0,8 −0,6 0

0,6 0,8 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,8 −0,6 0

0,52 0,7 −0,5

0,3 0,4 0,87

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(i)

ii) Για τις συντεταγµένες ως προς το πλαίσιο Γ του σηµείου M µε

r⃗MA = [ −1 0 1 ]T
ισχύει

r⃗MA =ΓAR r⃗MΓ ,

οπότε

r⃗MΓ = r⃗ΓAR−1 r⃗MA =ΓAR T r⃗MA =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,8 0,52 0,3

−0,6 0,7 0,4

0 −0,5 0,87

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0,5

1

0,87

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
iii) Οι συντεταγµένες xNA του σηµείου N που έχει συντεταγµένες xN

Γ
στο πλαίσιο Γ είναι

r⃗NA =ΓAR r⃗NΓ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,8 −0,6 0

0,52 0,7 −0,5

0,3 0,4 0,87

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0,6

1,2

−0,47

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι συντεταγµένες του N ως προς το πλαίσιο B είναι

r⃗NB =ΓBR xNΓ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 0,87 0,5

0 0,5 0,87

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1,37

−0,37

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Παρατήρηση 8.18 Από τα προηγούµενα παραδείγµατα προκύπτει ότι οι πίνακες στροφής ενός

πλαισίου Oxyz κατά ϕ γύρω από τους άξονες x, y και z είναι αντίστοιχα

Rx =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 cosϕ − sinϕ

0 sinϕ cosϕ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ry =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cosϕ 0 sinϕ

0 1 0

− sinϕ 0 cosϕ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Rz =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι :

Παρατήρηση 8.19 Αν το πλαίσιο B προκύπτει από το πλαίσιο A µε τις παρακάτω διαδοχικές

στροφές :

▸ κατά a, γύρω από τον άξονα x,

▸ κατά β, γύρω από τον άξονα y,

▸ κατά γ, γύρω από τον άξονα z,

τότε ο πίνακας προσανατολισµού του ως προς το πλαίσιο A είναι :

B
AR = RzRyRx

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos γ − sinγ 0

sinγ cos γ 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cosβ 0 sinβ

0 1 0

− sinβ 0 cosβ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 cos a − sina

0 sina cosa

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cosa cosβ cosa sinβ sinγ − sina cos γ cosa sinβ cos γ + sina sin γ

sina cosβ sina sinβ sinγ + cosa cos γ sina sinβ cos γ − cosa sin γ

− sinβ cosβ sinγ cosβ cos γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦


