
Κεϕάλαιο 2

Πίνακες

`Ασκηση 2.1

α) Παρατηρούµε ότι

A2 = A ⋅A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2 2

2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
και

2A = 2 [ 1 1
1 1

] = [ 2 2
2 2

]

οπότε A2 = 2A.

ϐ) Παρατηρούµε ότι

A3 = A2A = 2A ⋅A = 2A2 = 2 ⋅ 2A = 22A

A4 = A3A = 22A ⋅A = 22A2 = 22 ⋅ 2A = 23A
Μετά από κάποιες πράξεις

A10 = A9A = 28AA = 28A2 = 28 ⋅ 2A = 29A.

1
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`Ασκηση 2.2

Για τον πίνακα Α ισχύει

A2 = A ⋅A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3

1 2 3

−1 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋅

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3

1 2 3

−1 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 + 2 − 3 2 + 4 − 6 3 + 6 − 9

1 + 2 − 3 2 + 4 − 6 3 + 6 − 9

−1 − 2 + 3 −2 − 4 + 6 −3 − 6 + 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 0
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`Ασκηση 2.3

Παρατηρούµε ότι

(I −A)2 = I2 − IA −AI +A2 = I2 −A −A +A2

= I2 − 2A +A2
(i)

όµως A2 = A, οπότε η (i) γίνεται

I2 − 2A +A = I −A
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`Ασκηση 2.4

Ισχύει

A2 = [ 1 8
0 9

]

οπότε η (i) γίνεται

[ 1 8
0 9

] = k [ 1 2
0 3

] +m [ 1 0
0 1

]

[ 1 8
0 9

] = [ k +m 2k
0 3k +m ]

΄Ετσι, προκύπτει το σύστηµα

k +m = 1

2k = 8

3k +m = 9

από το οποίο προκύπτει

k = 4 και m = −3
οπότε

A2 = 4A − 3I.
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`Ασκηση 2.5

Για τον πίνακα Α ισχύει

A2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

8 5

−5 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

A2 − 5A + 7I = 0 ⇔ [ 8 5
−5 3

] − 5 [ 3 1
−1 2

] + 7 [ 1 0
0 1

] = 0
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`Ασκηση 2.6

α) ΄Εχουµε

∣A∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13,

όπου

a11 = −2, a12 = 6, a13 = 3

και

A11 = (−1)2
RRRRRRRRRRR

4 5

−2 4

RRRRRRRRRRR
= 16 + 10 = 26,

A12 = (−1)3
RRRRRRRRRRR

2 5

3 4

RRRRRRRRRRR
= 15 − 8 = 7,

A13 = (−1)4
RRRRRRRRRRR

2 4

3 −2

RRRRRRRRRRR
= −4 − 12 = −16.

’ρα

∣A∣ = −2 ⋅ 26 + 6 ⋅ 7 − 3 ⋅ 16 = −58.

ϐ) ΄Εχουµε

∣B∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

a a a
a a + x a
a a a + y

RRRRRRRRRRRRRR
=
RRRRRRRRRRRRRR

a 0 0
0 x 0
0 0 y

RRRRRRRRRRRRRR
= a ∣ x 0

0 y
∣ = axy.
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`Ασκηση 2.7

α) Ο πολλαπλασιασµός ΑΒ δίνει

AB = [ −3 2
−2 3

]

Επίσης, ο πολλαπλασιασµός ΒΑ δίνει

BA = [ 3 −2
2 −3 ]

οπότε

AB = −BA

ϐ) (A +B)2 = A2 +AB +BA +B2

Από το ερώτηµα (α), AB = −BA, οπότε

A2 +AB +BA +B2 = A2 −BA +BA +B2 = A2 +B2

Εποµένως,
(A +B)2 = A2 +B2
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`Ασκηση 2.8

Παρατηρούµε ότι

A2 = [ 3x 0
0 3x

] και B2 = [ −6y 0
0 −6y ]

οπότε, από τη σχέση

A2 +B2 = 0 ή [ 3x 0
0 3x

] + [ −6y 0
0 −6y ] = 0

προκύπτει,

3x − 6y = 0 ⇔ x = 2y (i)
Επίσης,

A ⋅B = [ xy 0
0 −18 ]

οπότε, από τη σχέση

A ⋅B = [ 8 0
0 −18 ]

προκύπτει,

xy = 8
η οποία λόγω και της (i) γίνεται

2y2 = 8 ⇔ y = 2 ή y = −2
οπότε, οι τιµές των x, y ∈ R είναι

(x = 4 και y = 2) ή (x = −4 και y = −2)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΙΝΑΚΕΣ 9

`Ασκηση 2.9

Βρίσκουµε αρχικά τον πίνακα A−1.

A−1 = [ 2 −1
−3 2

]

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε A−1 και από δεξιά µε Α

A−1AXA−1A = A−1BA,

οπότε
X = A−1BA.

Εποµένως,

X = [ −2 −2
6 5

]
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`Ασκηση 2.10

Ο πίνακας X είναι 2 × 2, οπότε

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x11 x12

x21 x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
και η

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2 1

1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
X −X

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1

1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1

1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
γίνεται

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x11 + x21 − x12 x12 + x22 + x11
x11 + x21 − x22 x12 + x22 + x21

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1

1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
από όπου προκύπτει το σύστηµα

x11 + x21 − x12 = 1
x12 + x22 + x11 = 1
x11 + x21 − x22 = 1
x12 + x22 + x21 = −1

το οποίο γράϕεται
AX = B

όπου

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 −1
0 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11
x12
x21
x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

1

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
η ορίζουσα του πίνακα Α είναι

∣A∣ = 5

οπότε, το σύστηµα έχει λύση

X = A−1B (i)

όπου A−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,2 0,6 0,2 −0,4
−0,6 0,2 0,4 0,2
0,2 −0,4 0,2 0,6
0,4 0,2 −0,6 0,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1
−1
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

η (i) δίνει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11
x12
x21
x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,2 0,6 0,2 −0,4
−0,6 0,2 0,4 0,2
0,2 −0,4 0,2 0,6
0,4 0,2 −0,6 0,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

−1

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1,4
−0,2
−0,6
−0,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

οπότε

x11 = 1,4, x12 = −0,2, x21 = −0,6 και x22 = −0,2

και
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X = [ 1,4 −0,2
−0,6 −0,2 ]
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`Ασκηση 2.11

Παρατηρούµε ότι

A2 = [ 1 a
0 1

] [ 1 a
0 1

]

= [ 1 2a
0 1

]

A3 = A2A

= [ 1 2a
0 1

] [ 1 a
0 1

]

= [ 1 3a
0 1

] .

Θα δείξουµε µε επαγωγή ότι

An = [ 1 na
0 1

]. (i)

Για n = 1 η (i) δίνει

A1 = [ 1 a
0 1

]

που ισχύει εξ΄ υποθέσεως.
`Εστω ότι η (i) ισχύει για n = k, δηλαδή ότι

Ak = [ 1 ka
0 1

] (ii)

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει για n = k + 1 δηλαδή ότι

Ak+1 = [ 1 (k + 1)a
0 1

] (iii)

Λόγω της (ii)
Ak+1 = AkA

= [ 1 ka
0 1

] [ 1 a
0 1

]

= [ 1 a + ka
0 1

]

= [ 1 (k + 1)a
0 1

]

`Αρα η (iii) ισχύει.
Εποµένως η (i) ισχύει για κάθε ακέραιο n.
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`Ασκηση 2.14 Να ϐρεθούν οι πίνακες X και Y αν

X + 3Y = A και X − 2Y = B
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 7
−2 1 3
−3 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 2
3 1 5
−1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Αϕαιρώντας κατά µέλη τις δυο εξισώσεις προκύπτει

5Y = A −B
∆ηλαδή

Y = 1

5
(A −B).

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση µε 2 και τη δεύτερη εξίσωση µε 3 και προσθέτοντας κατά µέλη
προκύπτει

5X = 2A + 3B.

∆ηλαδή

X = 1

5
(2A + 3B)

Οι πίνακες A −B και 2A + 3B είναι

A −B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 3 5

−5 0 −2

−2 −2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και 2A + 3B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 1 20

5 5 21

−9 6 13

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

X = 1

5

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 1 20
5 5 21
−9 6 13

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1

5
4

1 1
21

5

−9
5

6

5

13

5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και

Y = 1

5

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 3 5
−5 0 −2
−2 −2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
3

5
1

−1 0 −2
5

−2
5
−2
5

4

5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 2.15

Λύση
f(A) = A2 + 3A + I3 (i)

και

A2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7 −2 8

1 2 0

10 −4 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

οπότε η (i) δίνει (I3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ο 3 × 3 µοναδιαίος )

f(A) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7 −2 8
1 2 0
10 −4 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ 3
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 2
2 1 −1
3 −1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7 + 3 ⋅ 1 + 1 −2 8 + 3 ⋅ 2
1 + 3 ⋅ 2 2 + 3 ⋅ 1 + 1 3(−1)
10 + 3 ⋅ 3 −4 + 3(−1) 16 + 3 ⋅ 3 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

11 −2 14
7 6 −3
19 −7 26

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 3.16

Υπολογίζουµε την τιµή της ορίζουσας του πίνακα Α κάνοντας στοιχειώδεις πράξεις.
Αρχικά, αλλάζουµε αµοιβαία την πρώτη µε τη δεύτερη γρααµή, οπότε η ορίζουσα αλλάζει πρόσηµο. `Ετσι,
παίρνουµε

∣A∣ = −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή επί -1 και προσθέτοντας τη στη τρίτη, τέταρτη και πέµπτη γραµµή,
η τιµή της ορίζουσας δεν αλλάζει, οπότε

∣A∣ = −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 −1 0 0
0 1 0 −1 0
0 1 0 0 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Πολλαπλασιάζοντας την δεύτερη γραµµή επί -1 και προσθέτοντας τη στην τρίτη, τέταρτη και πέµπτη
γραµµή, προκύπτει

∣A∣ = −

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 −2 −1 −1
0 0 −1 −2 −1
0 0 −1 −1 −2

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Αλλάζοντας την τρίτη µε την τέταρτη γραµµή, η ορίζουσα αλλάζει πρόσηµο

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 −1 −2 −1
0 0 −2 −1 −1
0 0 −1 −1 −2

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Πολλαπλασιάζοντας την τρίτη γραµµή επί -2 και προσθέτοντας την στην τέταρτη, και πολλαπλασιάζοντας
την τρίτη επί -1 και προσθέτοντας τη στην πέµπτη γραµµή δεν αλλάζει η τιµή της ορίζουσας

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 −1 −2 −1
0 0 0 3 1
0 0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

Τέλος, πολλαπλασιάζοντας την τέταρτη γραµµή επί −1
3

και προσθέτοντας τη στην πέµπτη γραµµή, προ-
κύπτει

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 −1 −2 −1
0 0 0 3 1

0 0 0 0 −4
3

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Η ορίζουσα αυτή είναι κάτω τριγωνική, οπότε σύµϕωνα µε την Πρόταση 3.1 είναι ίση µε το γινόµενο των
στοιχείων της κύριας διαγωνίου της,

∣A∣ = 1 ⋅ 1 ⋅ (−1) ⋅ 3(−4
3
) = 4 ≠ 0

οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 3.9 ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος.
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`Ασκηση 2.17

α) Θα δείξουµε την (ii) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.

▸ Για n = 1 η (ii) γίνεται B = P −1AP και ισχύει λόγω της (i).

▸ Υποθέτουµε ότι ισχύει η (ii) για k = n και ϑα δείξουµε ότι ισχύει για k = n + 1, δηλαδή ότι

Bn+1 = P −1An+1P . (iv)

Λόγω της (ii), που υποθέτουµε ότι ισχύει, της (i) και της προσεταιριστικής ιδιότητας

Bn+1 = BBn

= (P −1AP )(P −1AnP )
= P −1A(PP −1)AnP

= P −1AIAnP

= P −1AAnP

= P −1An+1P

οπότε η (iv) ισχύει.
Εποµένως η (ii) ισχύει για κάθε k = 2,3,⋯.
ϐ) Κάνουµε τους πολλαπλασιασµούς πινάκων διαδοχικά στο δεύτερο µέλος της (iii)

[ 1 1
1 −1 ] [

3 0
0 −1 ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2
1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1

1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3

2

3

2

−1
2

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3

2
− 1

2

3

2
+ 1

2
3

2
+ 1

2

3

2
− 1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= [ 1 2
2 1

]

= K

Παρατηρούµε ότι ο αντίστροϕος του πίνακα [ 1 1
1 −1 ] είναι

1

−2
[ −1 −1
−1 1

] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2
1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

οπότε
K = P−1AP ,

όπου

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2

1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και P −1 = [ 1 1
1 −1 ].

`Ετσι, λόγω της (ii) και του (α),

K8 = P −1 ([ 3 0
0 −1 ])

8

P (v)

Ισχύει

([ 3 0
0 −1 ])

8

= [ 38 0
0 (−1)8 ],
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οπότε η (v) δίνει

K8 = P −1 ([ 38 0
0 1

])P

= [ 1 1
1 −1 ] [

38 0
0 1

]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2

1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= [ 1 1
1 −1 ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

38

2

38

2

1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

38

2
+ 1

2

38

2
− 1

2

38

2
− 1

2

38

2
+ 1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 2.18

α) Χρησιµοποιούµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.
Για n = 1 η (i) γίνεται

I +A = I + (21 − 1)A ⇔ I +A = I +A ,

οπότε είναι αληθής.
Υποθέτουµε ότι ισχύει η (i) και ϑα δείξουµε ότι ισχύει για n + 1, δηλαδή ότι

(I +A)n+1 = I + (2n+1 − 1)A. (ii)

Λόγω της (i) και του ότι A2 = A,

(I +A)n+1 = (I +A)n(I +A)

= (I + (2n − 1)A) (I +A)

= I +A + (2n − 1)A + (2n − 1)A2

= I +A + (2n − 1)A + (2n − 1)A

= I + [1 + 2(2n − 1)]A

= I + (2n+1 − 1))A
οπότε η (ii) ισχύει.
Εποµένως η (i) ισχύει για κάθε n ∈ N∗.
ϐ) Ο Β γράϕεται

B = I +A ,
όπου

A = [ 1 1
0 0

],

οπότε σύµϕωνα µε την (i)

B6 = (I +A)6

= I + (26 − 1)A

= [ 1 0
0 1

] + (26 − 1) [ 1 1
0 0

]

= [ 64 63
0 1

]
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`Ασκηση 2.19

Οι πίνακες X,Y είναι 2 × 1, οπότε
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[1 2] +

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

y1

y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[2 1] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 2

−1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x1 2x1

x2 2x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2y1 y1

2y2 y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 2

−1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x1 + 2y1 2x1 + y1
x2 + 2y2 2x2 + y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 2

−1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Εξισώνοντας τα στοιχεία των πινάκων, προκύπτουν τα συστήµατα

x1 + 2y1 = 1

2x1 + y1 = 2

και
x2 + 2y2 = −1

2x2 + y2 = 3

τα οποία δίνουν

x1 = 1, y1 = 0, x2 =
7

3
και y2 = −

5

3
οπότε οι πίνακες X,Y είναι

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

7

3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και Y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

−5
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦



20 §

`Ασκηση 2.20

Θεωρούµε τους 2 × 2 πίνακες X,Y

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x11 x12

x21 x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
και ; Y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

y11 y12

y21 y22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

X2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x211 + x12x21 x11x12 + x12x22
x21x11 + x22x21 x21x12 + x222

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Y 2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

y211 + y12y21 y11y12 + y12y22
y21y11 + y22y21 y21y12 + y222

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Από τις σχέσεις

X + Y =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

8 3

6 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
και X2 − Y 2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

22 8

16 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
προκύπτουν οι εξισώσεις

x11 + y11 = 8
x12 + y12 = 3
x21 + y21 = 6
x22 + y22 = 2

και

y11 = 8 − x11
y12 = 3 − x12
y21 = 6 − x21
y22 = 2 − x22

(i)

και
x211 + x12x21 − y211 − y12y21 = 22
x11x12 + x12x22 − y11y12 − y12y22 = 8
x21x11 + x22x21 − y21y11 − y22y21 = 16
x21x12 + x222 − y21y12 − y222 = 6

(ii)

Μετά από αντικατάσταση των (i) στις (ii) προκύπτουν οι εξισώσεις

3x21 + 6x12 + 16x11 = 104
3x11 + 10x12 + 3x22 = 38
6x11 + 10x21 + 6x22 = 76
3x21 + 6x12 + 4x22 = 28

το παραπάνω σύστηµα γράϕεται

AX = B

όπου

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

6 16 3 0

3 10 0 3

6 0 10 16

0 6 3 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11

x12

x21

x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

104
38

76

28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και η ορίζουσα του Α είναι

∣A∣ = −800 ≠ 0

και

∣A1∣ = −4000, ∣A2∣ = −1600 ∣A3∣ = −3200 και ∣A4∣ = −800

οπότε
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x11 = ∣A1∣
∣A∣
= −4000
−800

= 5

x12 = ∣A2∣
∣A∣
= −1600
−800

= 2

x21 = ∣A3∣
∣A∣
= −3200
−800

= 3

x22 = ∣A4∣
∣A∣
= −800
−800

= 1

Με αντικατάσταση των x11, x12, x21, x22 στις (i) προκύπτουν

y11 = 3, y12 = 1, y21 = 3, y22 = 1,

οπότε,

X = [ 5 2
3 1

] και Y = [ 3 1
3 1

]
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`Ασκηση 2.21

α) `Εχει λάθος στην εκϕώνηση του ϐιβλίου.
Ο ανάστροϕος του πίνακα A +AT είναι

(A +AT )T = AT + (AT )T = AT +A,

οπότε ο πίνακας A +AT είναι συµµετρικός.

(A −AT )T = AT − (AT )T = AT −A = − (A −AT ),

οπότε ο πίνακας A −AT είναι αντισυµµετρικός.
ϐ) Είναι φανερό ότι για κάθε πίνακα A ισχύει

1

2
(A +AT ) + 1

2
(A −AT ) = 1

2
A + 1

2
AT + 1

2
A − 1

2
AT = A,

όπου, σύµϕωνα µε το (α), πίνακας A+AT είναι συµµετρικός και ο A−AT αντισυµµετρικός, οπότε κάθε
τετραγωνικός πίνακας A γράϕεται ως άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός αντισυµµετρικού πίνακα.
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α) Παρατηρούµε ότι

A2 = [ 0 −a
a 0

] [ 0 −a
a 0

] = [ −a
2 0
0 −a2 ] = −a

2 [ 1 0
0 1

] = −a2I

όπου I ο 2 × 2 µοναδιαίος πίνακας, οπότε

A4 = (A2)2 = (−a2I)2 = a4I2 = a4I = βI, όπου β σταθερά.

ϐ) Αν ο n είναι άρτιος, n = 2k, οπότε

An = A2k = (A2)k = (−a2I)k = (−1)ka2kIk = (−1)ka2kI,
οπότε

An = (−1)
n
2 anI, n άρτιος.

Αν ο n είναι περιττός, n = 2k + 1, οπότε

An = A2k+1 = (A2)kA = (−a2I)kA = (−1)ka2kIkA = (−1)ka2kA,

οπότε

An = (−1)
n−1
2 an−1A, n περιττός.
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`Ασκηση 2.23

α) Χρησιµοποιούµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.

A2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6
−3 2 9
2 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6
−3 2 9
2 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−5 −6 −6
9 10 9
−4 −4 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

A3 = A2A

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−5 −6 −6
9 10 9
−4 −4 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6
−3 2 9
2 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6
−3 2 9
2 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A

Εποµένως η (i) ισχύει για n = 1.
Υποθέτουµε ότι ισχύει η (i) και ϑα δείξουµε ότι ισχύει η

A(n+1)+2 = An+1 .

ή An+3 = An+1 . (ii)

Λόγω της (i),
An+3 = An+2A

= AnA

= An+1,
οπότε η (ii) ισχύει.
`Αρα, η (i) ισχύει για κάθε n ∈ N∗.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΙΝΑΚΕΣ 25

`Ασκηση 2.24

α) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσα του πίνακα είναι 3 και µια 3 × 3 ορίζουσα της είναι η

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

2 0 1

2 1 0

1 −1 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 2
RRRRRRRRRRR

1 0

−1 2

RRRRRRRRRRR
+
RRRRRRRRRRR

2 1

1 −1

RRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0

οπότε rank(A) = 3.
ϐ) Η ορίζουσα του τετραγωνικού αυτού πίνακα είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRR

−1 1

−1 1

RRRRRRRRRRR
−
RRRRRRRRRRR

1 1

2 1

RRRRRRRRRRR
−
RRRRRRRRRRR

1 −1

2 −1

RRRRRRRRRRR
= 0

Επίσης, υπάρχει 2 × 2 υποπίνακας µε µη µηδενική ορίζουσα, την
RRRRRRRRRRR

1 1

1 −1

RRRRRRRRRRR
= −1 − 1 = −2 ≠ 0

οπότε
rank(A) = 2

γ) Η ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα είναι

∣A∣ = −4
RRRRRRRRRRR

2 −5

3 −4

RRRRRRRRRRR
− 1
RRRRRRRRRRR

1 −5

6 −4

RRRRRRRRRRR
− 6
RRRRRRRRRRR

1 2

6 3

RRRRRRRRRRR
= 0

και µία 2 × 2 ορίζουσα είναι µη µηδενική
RRRRRRRRRRR

−4 1

1 2

RRRRRRRRRRR
= −9 ≠ 0

οπότε rank(A) = 2.

δ) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσας είναι 3, όµως όλοι οι 3×3 υποπίνακες του Α έχουν ορίζουσα µηδέν.
Επίσης, υπάρχει 2 × 2 υποπίνακας µε ορίζουσα µη µηδενική.

RRRRRRRRRRR

1 1

2 1

RRRRRRRRRRR
= −1 ≠ 0

οπότε rank(A) = 2.
ε) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσας είναι 3, όµως όλοι οι 3 × 3 υποπίνακες του Α έχουν ορίζουσα

µηδέν. Επίσης, υπάρχει 2 × 2 υποπίνακας µε ορίζουσα µη µηδενική.

∣ 1 1
1 −1 ∣ = −2 ≠ 0

οπότε rank(A) = 2.

στ) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσας είναι 3 και µια 3 × 3 ορίζουσα της είναι η

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 1

1 0 −1

1 1 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 1
RRRRRRRRRRR

0 −1

1 5

RRRRRRRRRRR
+ 2
RRRRRRRRRRR

1 −1

1 5

RRRRRRRRRRR
+
RRRRRRRRRRR

1 0

1 1

RRRRRRRRRRR
= 14 ≠ 0

οπότε rank(A) = 3
Ϲ) Η ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα είναι

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 1

2 −1 −1

1 1 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

=
RRRRRRRRRRR

−1 −1

1 5

RRRRRRRRRRR
+ 2
RRRRRRRRRRR

2 −1

1 5

RRRRRRRRRRR
+
RRRRRRRRRRR

2 −1

1 1

RRRRRRRRRRR
= 21 ≠ 0

οπότε rank(A) = 3
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η) Η 3 × 3 ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα είναι ∣A∣ = 0, όµως υπάρχει 2 × 2 ορίζουσα η
RRRRRRRRRRR

2 −1

4 −5

RRRRRRRRRRR
= −10 + 4 = −6 ≠ 0

οπότε
rank(A) = 2
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`Ασκηση 2.25

α) Κάνοντας τον πολλαπλασιασµό

AAT =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a β γ δ
−β a −δ γ
−γ δ a −β
−δ −γ β a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a −β −γ −δ
β a δ −γ
γ −δ a β
δ γ −β a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a2 + β2 + γ2 + δ2 0 0 0
0 a2 + β2 + γ2 + δ2 0 0
0 0 a2 + β2 + γ2 + δ2 0
0 0 0 a2 + β2 + γ2 + δ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= (a2 + β2 + γ2 + δ2)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= (a2 + β2 + γ2 + δ2)I
οπότε

k = a2 + β2 + γ2 + δ2.

ϐ) Λόγω του (α)

∣AAT ∣ = ∣kI ∣

ή ∣A∣∣AT ∣ = k∣I ∣

ή ∣A∣∣A∣ = k ⋅ 1

ή ∣A∣2 = k

ή ∣A∣ =
√
k

ή ∣A∣ =
√
a2 + β2 + γ2 + δ2.
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`Ασκηση 2.26

α) Η ορίζουσα του Α υπολογίζεται ότι είναι ∣A∣ = 2 ≠ 0, οπότε ο αντίστροϕος του είναι

A−1 = 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1

0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2
−1
2

0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Η ορίζουσα του Α είναι

∣A∣ = 2
RRRRRRRRRRR

1 2

1 0

RRRRRRRRRRR
= −4

Οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων είναι

∣A11∣ =
RRRRRRRRRRR

1 2

1 0

RRRRRRRRRRR
= −2 ∣A12∣ =

RRRRRRRRRRR

0 2

0 0

RRRRRRRRRRR
= 0 ∣A13∣ =

RRRRRRRRRRR

0 1

0 1

RRRRRRRRRRR
= 0

∣A21∣ =
RRRRRRRRRRR

0 1

1 0

RRRRRRRRRRR
= −1 ∣A22∣ =

RRRRRRRRRRR

2 1

0 0

RRRRRRRRRRR
= 0 ∣A23∣ =

RRRRRRRRRRR

2 0

0 1

RRRRRRRRRRR
= 2

∣A31∣ =
RRRRRRRRRRR

0 1

1 2

RRRRRRRRRRR
= −1 ∣A32∣ =

RRRRRRRRRRR

2 1

0 2

RRRRRRRRRRR
= 4 ∣A33∣ =

RRRRRRRRRRR

2 0

0 1

RRRRRRRRRRR
= 2

οπότε

A−1 = 1

∣A∣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31

−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −1
4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 −1

0 0 −4

0 −2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2
−1
4

1

4
0 0 1

0
1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
γ) Η ορίζουσα του Α είναι ∣A∣ = −1 και οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων είναι

∣A11∣ =
RRRRRRRRRRR

4 5

5 6

RRRRRRRRRRR
= 1 ∣A12∣ =

RRRRRRRRRRR

2 5

3 6

RRRRRRRRRRR
= −3 ∣A13∣ =

RRRRRRRRRRR

2 4

3 5

RRRRRRRRRRR
= −2

∣A21∣ =
RRRRRRRRRRR

2 3

5 6

RRRRRRRRRRR
= −3 ∣A22∣ =

RRRRRRRRRRR

1 3

3 6

RRRRRRRRRRR
= −3 ∣A23∣ =

RRRRRRRRRRR

1 2

3 5

RRRRRRRRRRR
= −1

∣A31∣ =
RRRRRRRRRRR

1 2

2 4

RRRRRRRRRRR
= 0 ∣A32∣ =

RRRRRRRRRRR

1 3

2 5

RRRRRRRRRRR
= −1 ∣A33∣ =

RRRRRRRRRRR

1 2

2 4

RRRRRRRRRRR
= 0

οπότε

A−1 = 1

∣A∣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31

−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 0

3 −3 1

2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −3 0

−3 3 −1

−2 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ) Η ορίζουσα του Α είναι ∣A∣ = 1 και οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων είναι

∣A11∣ = ∣
1 0
−1 0

∣ = 0 ∣A12∣ = ∣
0 0
1 0

∣ = 0 ∣A13∣ = ∣
0 1
1 −1 ∣ = −1

∣A21∣ = ∣
0 −1
−1 0

∣ = −1 ∣A22∣ = ∣
1 −1
1 0

∣ = 1 ∣A23∣ = ∣
1 0
1 −1 ∣ = −1

∣A31∣ = ∣
0 −1
1 0

∣ = 1 ∣A32∣ = ∣
1 −1
0 0

∣ = 0 ∣A33∣ = ∣
1 0
0 1

∣ = 1

οπότε
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A−1 = 1

∣A∣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31

−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 0

3 −3 1

2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 1

1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1
0 1 0
−1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ε) Η ορίζουσα του Α είναι ∣A∣ = −138, οπότε ο αντίστροϕος είναι

A−1 = − 1

138

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−58 −39 50 23
46 69 −92 −23
118 27 −116 −23
−18 −24 6 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,42 0,28 −0,36 −0,17
−0,33 −0,5 0,67 0,17
−0,86 −0,2 0,84 0,17
0,13 0,17 −0,04 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
στ) `Οµοια (∣A∣ = 1), προκύπτει ότι ο αντίστροϕος του πίνακα Α είναι

A−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 2 2
−2 3 3
1 −2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 2.27

α) Υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα Α αναπτύσσοντάς την ως προς τα στοιχεία της τελευταίας στήλης
της.

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 0 1
2 1 1 0
1 −1 0 0
0 1 0 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −1
RRRRRRRRRRRRRR

2 1 1
1 −1 0
0 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= − ∣ 1 −1

0 1
∣ = −1 ≠ 0,

οπότε
rank(A) = 4.

ϐ) Ο ϐαθµός του πίνακα Β είναι 2, διότι ∣B∣ = 0, δεν υπάρχει 3 × 3 υποπίνακας του Β µε µη µηδενική
ορίζουσα και

∣ 1 1
0 1

∣ = 1 ≠ 0.

γ) Ο ϐαθµός του πίνακα Γ είναι 2, διότι ∣Γ∣ = 0, οι ορίζουσες όλων των 3×3 υποπινάκων του Γ είναι µηδέν
και υπάρχει µη µηδενική ορίζουσα 2 × 2, π.χ η

∣ 2 −1
1 0

∣ = 1 ≠ 0

δ) Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα ∆ προκύπτει ότι είναι µηδέν. Επίσης υπάρχει µη µηδενική
ορίζουσα 3 × 3 του ∆, οπότε

rank(∆) = 3.

ε) Ο ϐαθµός του πίνακα E είναι 2, διότι ∣E∣ = 0, οι ορίζουσες όλων των 3 × 3 υποπινάκων του E είναι
µηδέν και υπάρχει µη µηδενική ορίζουσα 2 × 2, π.χ η

∣ 7 5
1 0

∣ = −5 ≠ 0.


