
Κεφάλαιο 1

Εκθετική συνάρτηση πίνακα και

εφαρµογές της

`Ασκηση 13.1 Να ϐρεθεί ο πίνακας eA για τον πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 + 10π

3
i 2 + 4π

3
i

1 + 2π

3
i 3 + 8π

3
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

det (A − λI) = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

4 + 10π

3
i − λ 2 + 4π

3
i

1 + 2π

3
i 2 + 8π

3
i − λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ λ1 = 2 + 2πi και λ2 = 5 + 4πi

Με τον τρόπο της Ενότητας 9.1 προκύπτει ότι οι ιδιοχώροι των ιδιοτιµών αυτών είναι

V (2 + 4πi) = {(k,−k) ∶ k ∈ R} = ⟨(1,−1)⟩
V (5 + 5πi) = {(2k, k) ∶ k ∈ R} = ⟨(2,1)⟩

οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 9.5, ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος µε πίνακα που τον διαγωνιοποιεί τον

P = [ 1 2−1 1
] και P−1 =

1

3
[ 1 −2
1 1

]
και ο όµοιος διαγώνιος πίνακάς του είναι ο

∆ = P−1AP =
1

3
[ 1 −2
1 1

]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 + 10π

3
i 2 + 4π

3
i

1 + 2π

3
i 2 + 8π

3
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= [ 2 + 2πi 0

0 5 + 4πi ]

Εποµένως σύµφωνα µε την Πρόταση 13.2,

e∆ = [ e2+2πi 0

0 e5+4πi
] = [ e2 0

0 e5
]

διότι

e2+2πi = e2e2πi = e2 ⋅ 1 = e2

και

e5+4πi = e5e4πi = e5 ⋅ 1 = e5

οπότε

eA = Pe∆P−1 =
1

3
[ 1 2

−1 1
] [ e2 0

0 e5
][ 1 −2

1 1
]

=

1

3
[ e2 + 2e5 −2e2 + 2e5

−e2 + e5 2e2 + e5
]

1
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ϐ) Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

det (A − λI) = 0 ⇔ ∣ 4πi − λ 1

−1 −2 + 4πi − λ
∣ = 0 ⇔ λ = −1 + 4πi διπλή

Με τον τρόπο της Ενότητας 9.1 προκύπτει ότι ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (λ) = {(k,−k), k ∈ R} = ⟨(1,−1)⟩
Σύµφωνα µε την Πρόταση 10.2, ένα γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα u⃗1 προκύπτει από τη σχέση

(A − λI)u⃗1 = v⃗1 = (1,−1)
ή ϑέτοντας u⃗1 = (u1, u2)

[ 4πi − (−1 + 4πi) 1

−1 −2 + 4πi − (−1 + 4πi) ] [ u1
u2
] = [ 1

−1
] ή [ u1 + u2

−u1 − u2
] = [ 1

−1
]

ή
u1 + u2 = 1

−u1 − u2 = −1

οπότε u2 = 1 − u1

`Ετσι, για u1 = 0 προκύπτει το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα

u⃗1 = (0,1)
Εποµένως, ο πίνακας που µετατρέπει τον πίνακα A σε κανονική µορφή Jordan είναι ο

P = [v⃗1 u⃗1] = [ 1 0

−1 1
]

και σύµφωνα µε την Πρόταση 2.10, ο αντίστροφος του είναι

P−1 = [ 1 0

1 1
]

Σύµφωνα µε την Πρόταση 13.5, η κανονική µορφή Jordan του πίνακα eA είναι

J (eA) = J1 (e−1+4πi) = [ e−1+4πi e−1+4πi

0 e−1+4πi
] = [ e−1 e−1

0 e−1
]

διότι

e−1+4πi = e−1e4πi = e−1 ⋅ 1 = e−1

οπότε

eA = PJ (e−1)P−1 = [ 1 0

−1 1
] [ e−1 e−1

0 e−1
][ 1 0

1 1
] = [ 2e−1 e−1

−e−1 0
]

γ) Με τον τρόπο της Ενότητας 9.1 προκύπτει ότι ο πίνακας A έχει µία τριπλή ιδιοτιµή, την λ = 1, οπότε

σύµφωνα µε την Πρόταση 13.12

eA = σ2A
2
+ σ1A + σ0I (i)

όπου
e1 = σ2 ⋅ 1

2
+ σ1 ⋅ 1 + σ0

e1 = 2σ2 + σ1
e1 = 2σ2

Λύνοντας το σύστηµα αυτό ως προς σ2, σ1, σ0, προκύπτει

σ2 =
e

2
, σ1 = 0 και σ0 =

e

2
οπότε η (i) δίνει

eA =
e

2
A2
+ 0 ⋅A +

e

2
I =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
e e e

0 e 0

0 0 e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ) Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 13.6, οι ιδιοτιµές του είναι λ1 = 1 (διπλή), και λ2 = 2 (απλή), όπου στη

διπλή ιδιοτιµή λ1 = 1. `Ετσι, σύµφωνα µε την Πρόταση 13.12

eA = σ2A
2
+ σ1A + σ0I (i)

όπου τα σ0, σ1, σ2 υπολογίζονται από το σύστηµα
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e1 = σ2 ⋅ 1
2
+ σ1 ⋅ 1 + σ0

e1 = 2σ2 ⋅ 1 + σ1

e2 = σ2 ⋅ 2
2
+ σ1 ⋅ 2 + σ0

του οποίου η λύση προκύπτει

σ2 = e
2
− 2e, σ1 = 5e − 2e

2 και σ0 = e
2
− 2e

οπότε η (i) γίνεται

eA = (e2 − 2e)A2
+ (5e − 2e2)A + (e2 − 2e)I =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
e 2e2 − 3e e

0 e2 0

0 e2 − e e

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦



4 §

`Ασκηση 13.2 Να ϐρεθεί ο πίνακας eAt αν

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 1 2

0 3 0

2 1 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ΛΑΘΟΣ

Με τον γνωστό τρόπο προκύπτει ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι λ1 = 3 διπλή και λ2 = 7 απλή

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα At είναι

λ′
1
= 3t διπλή, λ′

2
= 7t απλή

Αν ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο

Π(λ) = σ2λ2
+ σ1λ + σ0

τότε

eAt
= σ2A

2t2 + σ1At + σ0I (i)
όπου τα σ0, σ1, σ2 υπολογίζονται από το σύστηµα

e7t = Π(7t) = σ2(7t)2 + σ1(7t) + σ0
e3t = Π(3t) = σ2(3t)2 + σ1(3t) + σ0
e3t = Π

′(3t) = 2σ2(3t) + σ1(3t)
του οποίου η λύση προκύπτει

σ2 =

4e3tt + 3e3t − 3e7t

−96t2

σ1 =

−40e3tt − 6e3t + 6e7t

−96t

σ0 =

84e3tt − 105e3t + 9e7t

−96
οπότε η (i) γίνεται

eAt
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

96
(60e3tt + 117e3t − 21e7t) 1

48
(36e3tt + 3e3t − 3e7t)

1

96
(36e3tt + 3e3t − 3e7t) 1

96
(24e3tt + 114e3t − 18e7t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 13.3 Να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος

y′
1
= y1 + y2 + y3

y′
2
= 2y2

y′3 = y2 + y3

α) Λύση στο Κ10 παραδ.2

Ο πίνακας του συστήµατος αυτού είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1

0 2 0

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 1 1

0 2 − λ 0

0 1 1 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= (1 − λ) ∣ 2 − λ 0

1 1 − λ
∣ = (1 − λ)(2 − λ)(1 − λ) = 0 (i)

οπότε οι ιδιοτιµές του είναι λ1 = 1 (διπλή), και λ2 = 2 (απλή).

Για λ1 = 1, από την

(A − λI)v⃗1 = 0 ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 1 1 1

0 2 − 1 0

0 1 1 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0 (ii)

προκύπτει το σύστηµα

0x1 + x2 + x3 = 0

x2 = 0

x2 = 0,

το οποίο ισοδυναµεί µε x2 = 0 και x3 = 0,

οπότε τα αντίστοιχα της ιδιοτιµής αυτής ιδιοδιανύσµατα είναι

(k,0,0), k ∈ R.

Θέτοντας k = 1 προκύπτει το ιδιοδιάνυσµα

v⃗1 = (1,0,0),
οπότε µία λύση του συστήµατος αυτού είναι η

Y1 = v⃗1e
x
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ex =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ex

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.4, µία ακόµα γραµµικώς ανεξάρτητη της Y1 λύση είναι η

Y2 = (v⃗1x + u⃗)ex,

όπου το u⃗ προκύπτει από την

(A − λ1I)u⃗ = v⃗1
ή, ϑέτοντας u⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u1
u2
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1

0 1 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u1
u2
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u2 + u3

u2
u2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή

u2 + u3 = 1

u2 = 0

u2 = 0

οπότε u2 = 0 και u3 = 1.

`Ετσι (ϑέτοντας u1 = 0), µία ακόµα, γραµµικώς ανεξάρτητη της πρώτης, λύση του συστήµατος είναι η
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Y2 =

⎛⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎞⎟⎠ e

x
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
xex

0

ex

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Τα αντίστοιχα της ιδιοτιµής λ2 = 2 ιδιοδιανύσµατα (x, y, z) του πίνακα A είναι λύσεις του συστήµατος

(ϑέτουµε λ = 2 στο (ii))⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 2 1 1

0 2 − 2 0

0 1 1 − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0 ή

−x + y + z = 0

0 = 0

y − z = 0

Οι εξισώσεις αυτές δίνουν y = z και x = 2z,

οπότε οι λύσεις του συστήµατος αυτού, δηλαδή τα αντίστοιχα της λ2 = 2 ιδιοδιανύσµατα, είναι

(2k, k, k) , k ∈ R.

Θέτοντας k = 1 προκύπτει v⃗3 = (2,1,1),
οπότε µία λύση του συστήµατος είναι η

Y3 = v⃗3e
2x
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2

1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e2x.

Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2, η γενική λύση του συστήµατος αυτού είναι

Y = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 = c1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ex + c2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ex + c3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2

1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e2x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
c1e

x
+ c2xe

x
+ 2c3e

2x

c3e
2x

c2e
x
+ c3e

2x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 13.4 Να υπολογιστεί ο πίνακας eA για τον πίνακα

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 + 2kπi −1 0

0 −1 + 2kπi −2

0 0 −1 + 2kπi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
k ∈ Z

Με τον τρόπο της Ενότητας 9.1 προκύπτει ότι ο πίνακας A έχει µία τριπλή ιδιοτιµή, την λ = −1 + 2kπi

και αντίστοιχο ιδιοχώρο τον

V (−1) = ⟨(1,0,0)⟩
Επειδή η διάσταση του V (λ) είναι 1 και η πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ είναι 3:

▸ σύµφωνα µε την Πρόταση 10.3 και την Παρατήρηση 10.4, στην ιδιοτιµή λ αντιστοιχεί ένα µπλοκ

Jordan διάστασης 3 το

J1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 + 2kπi 1 0

0 −1 + 2kπi 1

0 0 −1 + 2kπi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
▸ σύµφωνα µε την Πρόταση 10.2, στην ιδιοτιµή λ αντιστοιχούν δύο γενικευµένα ιδιοδιανύσµατα

u⃗1, u⃗2 από τις σχέσεις

(A − λI)u⃗1 = v⃗1 = (1,0,0) (i)
(A − λI)u⃗2 = u⃗1 (ii)

Θέτοντας u⃗1 = (x, y, z), από την (i) προκύπτει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 + 2kπi − (−1 + 2kπi) −1 0

0 −1 + 2kπi − (−1 + 2kπi) −2

0 0 −1 + 2kπi − (−1 + 2kπi)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0

0 0 −2

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από το σύστηµα αυτό προκύπτει

−y = 1 και − 2z = 0) ⇔ y = 1 και z = 0

Για x = 0 προκύπτει ένα πρώτο γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα

u⃗1 = (0,1,0)
Θέτοντας u⃗2 = (x, y, z), η (ii) γίνεται

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1 0

0 0 −2

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από το σύστηµα αυτό προκύπτει

−y = 0 και − 2z = 1 ⇔ y = 0 και z = −
1

2

Για x = 0 προκύπτει ένα δεύτερο γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα

u⃗2 = (0,0,−1
2
)

Εποµένως, ο πίνακας που µετατρέπει τον πίνακα A σε κανονική µορφή Jordan είναι ο (v⃗1 ένα ιδιοδι-

άνυσµα της ιδιοτιµής λ)

P = [v⃗1 u⃗1 u⃗2] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 −

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και σύµφωνα µε την Πρόταση 2.10, ο αντίστροφος του είναι
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P−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι σύµφωνα µε την Πρόταση 13.5, η κανονική µορφή Jordan του πίνακα eA είναι

J (eA) = J1(−1 + 2kπi) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e−1+2kπi e−1+2kπi
1

2
e−1+2kπi

0 e−1+2kπi e−1+2kπi

0 0 e−1+2kπi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e−1 e−1
1

2
e−1

0 e−1 e−1

0 0 e−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
διότι

e−1+2kπi = e−1e2kπi = e−1 ⋅ 1 = e−1

οπότε

eA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 −

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

e−1 e−1
1

2
e−1

0 e−1 e−1

0 0 e−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
e−1 −e−1 e−1

0 e−1 −2e−1

0 0 e−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 13.5 Να ϐρεθούν 4 πίνακες µιγαδικών αριθµών X για τους οποίους ισχύει

X2
= A όπου A = [ 0 1

−4 5
]

και ποιός από αυτούς είναι η κύρια τετραγωνική ϱίζα του A.

Με τον γνωστό τρόπο προκύπτει ότι ο πίνακας A έχει τις απλές ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = 4 µε αντίστοιχους

ιδιοχώρους

V (λ1) = ⟨(1,1)⟩ και V (λ2) = ⟨(1,4)⟩
οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 9.5, ο A είναι διαγωνιοποιήσιµος µε πίνακα που τον διαγωνιοποιεί τον

P = [ 1 1

1 4
] και P−1 =

1

3
[ 4 −1

−1 1
]

και ο όµοιος διαγώνιος πίνακάς του είναι ο

∆ = P−1AP =
1

3
[ 4 −1

−1 1
][ 0 1

−4 5
] [ 1 1

1 4
] = [ 1 0

0 4
]

`Ετσι, 4 πίνακες µιγαδικών αριθµών X για τους οποίους ισχύει X2
= A (τετραγωνικές ϱίζες του πίνακα

A) δίνονται από τους 2
2
= 4 κλάδους της συνάρτησης A

1

2 της (iv).
Οι τετραγωνικές ϱίζες της ιδιοτιµής λ1 = 1 είναι

t1 = 1 και t2 = −1

και της λ2 = 4

t1 = 2 και t2 = −2

`Ετσι, από την (vii) προκύπτουν οι παρακάτω 4 πίνακες ∆ij (A 1

2 ) i, j = 1,2,3,4:

X1 = [ 1 0

0 2
] X2 = [ 1 0

0 −2
] X3 = [ −1 0

0 2
] X4 = [ −1 0

0 −2
]

Εποµένως, από την (v) προκύπτει ότι η (ii) αληθεύει για τους πίνακες

X1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2

3

1

3

−

4

3

7

3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
X2 = [ 2 −1

4 −3
] X3 = [ −2 1

−4 3
] X4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−

2

3
−

1

3

4

3
−

7

3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η κύρια τετραγωνική ϱίζα του A είναι η X1 που προκύπτει από τις τετραγωνικές ϱίζες 1 της ιδιοτιµής

λ1 = 1 (έχει το µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος) και 2 της λ2 = 4 (έχει το µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος).
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`Ασκηση 13.6 Να ϐρεθούν 2 πίνακες µιγαδικών αριθµών X για τους οποίους ισχύει

X2
= A

και η κύρια τετραγωνική ϱίζα του A

αν

a) A = [ 2i 0

1 2i
] β) A = [ −6 1

−4 −2
]

α) Με τον τρόπο της Ενότητας 9.1 προκύπτει ότι ο πίνακας A έχει µία διπλή ιδιοτιµή, την λ = 2i µε

αντίστοιχο ιδιοχώρο τον

V (λ) = ⟨(0,1)⟩
`Ετσι, ϐρίσκουµε σύµφωνα µε την Πρόταση 10.2 ένα γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα u⃗ από τη σχέση

(A − λI)u⃗ = v⃗1
ή ϑέτοντας u⃗ = (u1, u2)

[ 2i − 2i 0

1 2i − 2i
] [ u1

u2
] = [ 0

1
] ή [ 0

u1
] = [ 0

1
] ή

−0 = 0

u1 = 1

`Ετσι, για u2 = 0 προκύπτει το Ϲητούµενο γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα

u⃗ = (1,0)
`Αρα σύµφωνα µε την Πρόταση 10.1,

P = [v⃗1 u⃗] = [ 0 1

1 0
] οπότε P−1 = [ 0 1

1 0
]

2 λύσεις της εξίσωσης X2
= A δίνονται από τους κλάδους της συνάρτησης fi(A) = A 1

2 , οι οποίοι σύµφωνα

µε την Πρόταση 13.4 είναι

fi(A) = PJi (A 1

2 )P−1 i = 0,1 (i)
όπου σύµφωνα µε το Παράδειγµα 13.37α για n = 2,

Ji (A 1

2 ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ti

ti

nλ

0 ti

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i = 0,1 (ii)

και ti οι τετραγωνικές ϱίζες της ιδιοτιµής λ = 2i = 2ei
π

2 οι οποίες είναι

tk =
√
2ei

π
2
+k2π

2 k = 0,1 (iii)
δηλαδή οι (προκύπτουν από την (iii) για k = 0,1)

t0 =

√
2ei

π

4 =

√
2(cos π

4
+ i sin

π

4
) = 1 + i

t1 =

√
2ei

5π

4 =

√
2(cos 5π

4
+ i sin

5π

4
) = −1 − i

οπότε από την (ii) προκύπτουν οι παρακάτω 2 πίνακες Ji (A 1

3 ) i = 0,1:

J0 (A 1

2 ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 + i

1 + i

2 ⋅ 2i

0 1 + i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

J1 (A 1

2 ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − i

1 − i

2 ⋅ 2i

0 1 + i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −J0 (A 1

2 )
Εποµένως, από την (i) προκύπτει ότι η X2

= A αληθεύει για τους πίνακες
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X0 = PJ0 (A 1

2 )P−1 = [ 0 1

1 0
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 + i

1 + i

4i

0 1 + i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ 0 1

1 0
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 + i 0

1

4
−

1

4
i 1 + i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
X1 = PJ1 (A 1

2 )P−1 = −X0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 − i 0

−

1

4
+

1

4
i −1 − i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η κύρια τετραγωνική ϱίζα του A είναι η X0 που προκύπτει από την τετραγωνική ϱίζα 1 + i του 2i (έχει το

µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος).

ϐ) Με τον τρόπο της Ενότητας 9.1 προκύπτει ότι ο πίνακας A έχει µία διπλή ιδιοτιµή, την λ = −4 µε

αντίστοιχο ιδιοχώρο τον

V (λ) = ⟨(1,2)⟩
`Ετσι, ϐρίσκουµε σύµφωνα µε την Πρόταση 10.2 ένα γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα u⃗ από τη σχέση

(A − λI)u⃗ = v⃗1
ή ϑέτοντας u⃗ = (u1, u2)

[ −6 − (−4) 1

−4 −2 − (−4) ] [ u1
u2
] = [ 1

2
] ή [ −2u1 + u2

−4u1 + 2u2
] = [ 1

2
] ή

−2u1 + u2 = 1

−4u1 + 2u2 = 2

οπότε u2 = 1 + 2u1

`Ετσι, για u1 = 0 προκύπτει το Ϲητούµενο γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα

u⃗ = (0,1)
`Αρα σύµφωνα µε την Πρόταση 10.1,

P = [v⃗1 u⃗] = [ 1 0

2 1
] οπότε P−1 = [ 1 0

−2 1
]

2 λύσεις της εξίσωσης X2
= A δίνονται από τους κλάδους της συνάρτησης fi(A) = A 1

2 , οι οποίοι σύµφωνα

µε την Πρόταση 13.4 είναι

fi(A) = PJi (A 1

2 )P−1 i = 0,1 (iv)
όπου σύµφωνα µε το Παράδειγµα 13.37α για n = 2 και λ = −4,

Ji (A 1

2 ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ti

ti

2(−4)
0 ti

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i = 0,1 (v)

και ti οι µιγαδικές τετραγωνικές ϱίζες της ιδιοτιµής λ = −4 οι οποίες είναι

t0 = 2i και t1 = −2i

οπότε από την (v) προκύπτουν οι παρακάτω 2 πίνακες Ji (A 1

3 ) i = 0,1:

J0 (A 1

2 ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2i

2i

2(−4)
0 2i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2i −

i

−4

0 2i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
J1 (A 1

2 ) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2i

i

−4

0 −2i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −J0 (A 1

2 )

Εποµένως, από την (iv) προκύπτει ότι η X2
= A αληθεύει για τους πίνακες
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X0 = [ 1 0

2 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2i −

i

−4

0 2i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[ 1 0

−2 1
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5

2
i −

1

4
i

i
3

2
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
X1 = −Y1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−

5

2
i

1

4
i

−i −
3

2
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η κύρια τετραγωνική ϱίζα του A είναι η X0 που προκύπτει από την τετραγωνική ϱίζα 2i του −4 (έχει

ϑετικό ϕανταστικό µέρος).


