
Κεϕάλαιο 4

∆ιανύσµατα

`Ασκηση 4.1

Λύση
Σύµϕωνα µε τον ορισµό 4.11,

cos(a⃗, β⃗) = a⃗ ⋅ β⃗
∣a⃗∣∣β⃗∣

. (i)

Σύµϕωνα µε την πρότ. 4.1,

a⃗ ⋅ β⃗ = 1 ⋅ 0 + 0 ⋅ 1 + 1(−1) = −1.

Λόγω της (4.7),

∣a⃗∣ =
√
12 + 02 + 12 =

√
2 και ∣β⃗∣ =

√
02 + 12 + (−1)2 =

√
2,

οπότε η (i) δίνει

cos(a⃗, β⃗) = −1√
2
√
2
= −1

2
.

Εποµένως

(a⃗, β⃗) = 2π

3
.

1



2 §

`Ασκηση 4.2

Λύση
Πολλαπλασιάζοντας την (ii) επί δύο και προσθέτοντας κατά µέλη µε την (i), προκύπτει

3x⃗ − 3a⃗ + 2y⃗ − 2β⃗ + 4x⃗ + 4a⃗ − 2y⃗ − 2β⃗ = γ⃗ + 2δ⃗,

ή 7x⃗ = −a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗,
οπότε

x⃗ = 1

7
(−a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗) = −1

7
a⃗ + 4

7
β⃗ + 1

7
γ⃗ + 2

7
δ⃗.

΄Ετσι η (ii) δίνει

y⃗ = 2x⃗ + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗

= 2(−1
7
a⃗ + 4

7
β⃗ + 1

7
γ⃗ + 2

7
δ⃗) + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗

ή y⃗ = 12

7
a⃗ + 1

7
β⃗ + 2

7
γ⃗ − 3

7
δ⃗.
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`Ασκηση 4.4

Λύση

Εκϕράζουµε όλα τα διανύσµατα της (i) ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων ϑέσης, ως
προς ένα σηµείο αναϕοράς Ο, των κορυϕών A,B,Γ,∆.

ÐÐ→
KB +

ÐÐ→
K∆ =

Ð→
OB −

ÐÐ→
OK +

ÐÐ→
O∆ −

ÐÐ→
OK

=
Ð→
OB +

ÐÐ→
O∆ − 2

ÐÐ→
OK

(ii)

Επειδή το Κ είναι µέσον της ΑΓ,

2
ÐÐ→
OK =

Ð→
OA +

Ð→
OΓ.

Ετσι, η (ii) γίνεται
ÐÐ→
KB +

ÐÐ→
K∆ =

Ð→
OB +

ÐÐ→
O∆ − (

Ð→
OA +

Ð→
OΓ)

= (
Ð→
OB −

Ð→
OA) + (

ÐÐ→
O∆ −

Ð→
OΓ)

=
Ð→
AB +

Ð→
Γ∆ =

Ð→
AB −

Ð→
∆Γ.
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`Ασκηση 4.7

Λύση
▸ Αν τα A,B,Γ είναι συνευθειακά,

Ð→
AB∣∣

Ð→
BΓ και

Ð→
BΓ∣∣
Ð→
ΓA,

οπότε Ð→
AB ×

Ð→
BΓ =

Ð→
BΓ ×

Ð→
ΓA = 0 .

`Αρα, στην περίπτωση αυτή η (i) ισχύει.

▸ Αν τα A,B,Γ δεν είναι συνευθειακά, τότε

∣
Ð→
AB ×

Ð→
BΓ∣ = ∣ −

Ð→
BA ×

Ð→
BΓ∣ = ∣

Ð→
BA ×

Ð→
BΓ∣ = 2E,

∣
Ð→
BΓ ×

Ð→
ΓA∣ = ∣ −

Ð→
ΓB ×

Ð→
ΓA∣ = ∣

Ð→
ΓB ×

Ð→
ΓA∣ = 2E,

όπου E το εµβαδόν του τριγώνου ABΓ (ϐλ. Παράδειγµα 4.12).
Εποµένως, σε κάθε περίπτωση,

∣
Ð→
AB ×

Ð→
BΓ∣ = ∣

Ð→
BΓ ×

Ð→
ΓA∣.
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`Ασκηση 4.10

Λύση
Σύµϕωνα µε τον ορισµό 4.11,

cos(u⃗, v⃗) = u⃗ ⋅ v⃗
∣u⃗∣ ∣v⃗∣

. (i)

Λόγω της επιµεριστικής ιδιότητας του εσωτερικού γινοµένου,

u⃗ ⋅ v⃗ = (2a⃗ − β⃗) ⋅ (3a⃗ − 2β⃗)

= 6∣a⃗∣2 − 4a⃗ ⋅ β⃗ − 3a⃗ ⋅ β⃗ + 2∣β⃗∣2

= 6∣a⃗∣2 + 2∣β⃗∣2 − 7a⃗ ⋅ β⃗

(ii)

Από τον ορισµό 4.11,

a⃗ ⋅ β⃗ = ∣a⃗∣∣β⃗∣ cos(a⃗, β⃗) = 2 ⋅ 5(−1
2
) = −5.

Ετσι, η (ii) δίνει
u⃗ ⋅ v⃗ = 6 ⋅ 22 + 2 ⋅ 52 − 7(−5) = 109. (iii)

Επίσης

∣u⃗∣ = ∣2a⃗ − β⃗∣ =
√
(2a⃗ − β⃗)2

και από την (4.13)

(2a⃗ − β⃗)2 = ∣2a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 − 4a⃗ ⋅ β⃗ = 4 ⋅ 22 + 52 − 4(−5) = 61,
οπότε

∣u⃗∣ =
√
61. (iv)

΄Οµοια προκύπτει ότι
∣v⃗∣ =

√
196 = 14. (v)

Η (i) µε τη ϐοήθεια των (iii)-(v) δίνει

cos(u⃗, v⃗) = 109

14
√
61
= 0,997,

οπότε
θ = cos−1 0,997 = 4,540.
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`Ασκηση 4.11

Λύση

ÐÐ→
∆B =

Ð→
AB −

Ð→
A∆ ή δ⃗ = a⃗ − β⃗.

Επίσης, επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο,
Ð→
AΓ =

Ð→
AB +

Ð→
A∆ ή γ⃗ = a⃗ + β⃗.

Εποµένως,

∣δ⃗∣2 = (a⃗ − β⃗)2 = ∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 − 2a⃗ ⋅ β⃗
∣γ⃗∣2 = (a⃗ + β⃗)2 = ∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 + 2a⃗ ⋅ β⃗,

οπότε προσθέτοντας και αϕαιρώντας κατά µέλη προκύπτει

∣γ⃗∣2 + ∣δ⃗∣2 = 2 (∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2)

∣γ⃗∣2 − ∣δ⃗∣2 = 4a⃗ ⋅ β⃗.
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`Ασκηση 4.13

Λύση
Σύµϕωνα µε τις ασκ. 4.50 και 4.51, υπάρχουν δύο τέτοια σηµεία P1 και P2 µε διανύσµατα ϑέσης, ως
προς την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων Ο,

Ð→
OP 1 = a⃗ + kβ⃗

1 + k
= (a1 + kβ1

1 + k
,
a2 + kβ2
1 + k

,
a3 + kβ3
1 + k

) ,

Ð→
OP 2 = a⃗ − kβ⃗

1 − k
= (a1 − kβ1

1 − k
,
a2 − kβ2
1 − k

,
a3 − kβ3
1 − k

) ,

όπου a⃗ = (a1, a2, a3), β⃗ = (β1, β2, β3) τα διανύσµατα ϑέσης των Α, Β, ως προς το Ο. Το P1 είναι σηµείο
του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, ενώ το P2 σηµείο της προέκτασής του.
Εποµένως, οι συντεταγµένες των Ϲητούµενων σηµείων είναι

P1 = (a1 + kβ1
1 + k

,
a2 + kβ2
1 + k

,
a3 + kβ3
1 + k

) ,

P2 = (a1 − kβ1
1 − k

,
a2 − kβ2
1 − k

,
a3 − kβ3
1 − k

) .
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`Ασκηση 4.15

Λύση
Το διάνυσµα ϑέσης του ϐαρύκεντρου G ενός τριγώνου ΑΒΓ, ως προς την αρχή του συστήµατος συντεταγ-
µένων Ο, είναι (ϐλ. λύση άσκ. 4.26)

Ð→
OG = 1

3
(
Ð→
OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ). (i)

Τα διανύσµατα ϑέσης, ως προς το Ο, των σηµείων Α, Β και Γ είναι
Ð→
OA = (a1, a2, a3),

Ð→
OB = (β1, β2, β3),

Ð→
OΓ = (γ1, γ2, γ3),

οπότε, αντικαθιστώντας στην (i) παίρνουµε,
Ð→
OG = (1

3
(a1 + β1 + γ1) ,

1

3
(a2 + β2 + γ2) ,

1

3
(a3 + β3 + γ3)).

Εποµένως, οι συντεταγµένες του ϐαρύκεντρου είναι

x1 =
a1 + β1 + γ1

3
, x2 =

a2 + β2 + γ2
3

, x3 =
a3 + β3 + γ3

3
.
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`Ασκηση 4.22

Λύση
α) Το συνηµίτονο των γωνιών θ και φ που σχηµατίζει το δ⃗ µε τα διανύσµατα a⃗, β⃗ είναι

cosφ = a⃗ ⋅ δ⃗
∣a⃗∣∣δ⃗∣

= a⃗ ⋅ (∣a⃗∣β⃗ + ∣β⃗∣a⃗)
∣a⃗∣∣δ⃗∣

= ∣a⃗∣a⃗ ⋅ β⃗ + ∣β⃗∣∣a⃗∣
2

∣a⃗∣∣δ⃗∣
= a⃗ ⋅ β⃗ + ∣β⃗∣∣a⃗∣

∣δ⃗∣

cos θ = β⃗ ⋅ δ⃗
∣β⃗∣∣δ⃗∣

= β⃗ ⋅ (∣a⃗∣β⃗ + ∣β⃗∣a⃗)
∣β⃗∣∣δ⃗∣

= ∣a⃗∣∣β⃗∣
2 + ∣β⃗∣a⃗ ⋅ β⃗
∣β⃗∣∣δ⃗∣

= ∣a⃗∣∣β⃗∣ + a⃗ ⋅ β⃗
∣δ⃗∣

(i)

Από τις (i) είναι φανερό ότι

cosφ = cos θ ⇔ φ = θ,

οπότε το διάνυσµα δ⃗ διχοτοµεί τη γωνία των a⃗, β⃗.
ϐ) Η γωνία των −a⃗, β⃗ είναι παραπληρωµατική της γωνίας των a⃗, β⃗, οπότε η διχοτόµος της πρώτης είναι
κάθετη στην διχοτόµο της δεύτερης.

Αν δ⃗′ = ∣β⃗∣a⃗ − ∣a⃗∣β⃗,

Αν

δ⃗ ⋅ δ⃗′ = (∣a⃗∣β⃗ + ∣β⃗∣a⃗) ⋅ (∣β⃗∣a⃗ − ∣a⃗∣β⃗)

= (∣a⃗∣ ∣β⃗∣) (β⃗ ⋅ a⃗) − ∣a⃗∣2 ∣β⃗∣2 + ∣β⃗∣2 ∣a⃗∣2 − ∣β⃗∣ ∣a⃗∣(a⃗ ⋅ β⃗)

= 0,

οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο δ⃗ είναι το δ⃗′.
Εποµένως, ένα διάνυσµα παράλληλο µε τη διχοτόµο της γωνίας των διανυσµάτων −a⃗, β⃗ είναι το

δ⃗′ = ∣β⃗∣a⃗ − ∣a⃗∣β⃗.
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`Ασκηση 4.24

Λύση
Το εµβαδόν του τετραπλεύρου ABΓ∆ είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των τριγώνων ABΓ και A∆Γ,
δηλαδή (ϐλ. παράδ. 4.12α)

(ABΓ∆) = (ABΓ) + (A∆Γ)

= 1

2
∣
Ð→
AB ×

Ð→
AΓ∣ + 1

2
∣
Ð→
A∆ ×

Ð→
AΓ∣
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`Ασκηση 4.25

Λύση
Σύµϕωνα µε το παράδ. 4.12β, το εµβαδόν του παραλληλογράµµου ABΓ∆ είναι

E = (ABΓ∆) = ∣
Ð→
AB ×

Ð→
AΓ∣.

Εκϕράζοντας τα διανύσµατα των πλευρών
Ð→
AB,

Ð→
AΓ ως διαϕορά των διανυσµάτων ϑέσης a⃗, β⃗, γ⃗ των άκρων

τους ως προς ένα σηµείο αναϕοράς Ο,
Ð→
AB = β⃗ − a⃗ και

Ð→
AΓ = γ⃗ − a⃗ (i)

οπότε η (i) δίνει

E = ∣(β⃗ − a⃗) × (γ⃗ − a⃗)∣
= ∣β⃗ × γ⃗ − β⃗ × a⃗ − a⃗ × γ⃗ + a⃗ × a⃗∣.

Επειδή
−β⃗ × a⃗ = a⃗ × β⃗, −a⃗ × γ⃗ = γ⃗ × a⃗ και a⃗ × a⃗ = 0,

το εµβαδόν του παραλληλογράµµου ABΓ∆ είναι

E = ∣a⃗ × β⃗ + β⃗ × γ⃗ + γ⃗ × a⃗∣.
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`Ασκηση 4.26

Λύση

(α) Το ϐαρύκεντρο ενός τριγώνου απέχει τα
2

3
του µήκους της κάθε διαµέσου από την αντίστοιχη κορυϕή,

οπότε αν Μ είναι το µέσον της πλευράς ΒΓ,
Ð→
AG = 2

3

ÐÐ→
AM . (i)

Επίσης,
Ð→
AG =

Ð→
OG −

Ð→
OA και

ÐÐ→
AM =

ÐÐ→
OM −

Ð→
OA,

οπότε η (i) γίνεται
Ð→
OG −

Ð→
OA = 2

3
(
ÐÐ→
OM −

Ð→
OA)

ή
Ð→
OG = 1

3

Ð→
OA + 2

3

ÐÐ→
OM . (ii)

Το διάνυσµα ϑέσης του µέσου της ΒΓ είναι
ÐÐ→
OM = 1

2
(
Ð→
OB +

Ð→
OΓ). (iii)

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις εύκολα προκύπτει ότι
Ð→
OG = 1

3
(
Ð→
OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ).

(ϐ)
Ð→
GA =

Ð→
OA −

Ð→
OG,

Ð→
GB =

Ð→
OB −

Ð→
OG και

Ð→
GΓ =

Ð→
OΓ −

Ð→
OG,

οπότε
Ð→
GA +

Ð→
GB +

Ð→
GΓ =

Ð→
OA −

Ð→
OG +

Ð→
OB −

Ð→
OG +

Ð→
OΓ −

Ð→
OG

=
Ð→
OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ − 3

Ð→
OG.

Εποµένως, λόγω και του (α)
Ð→
GA +

Ð→
GB +

Ð→
GΓ =

Ð→
OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ − 31

3
(
Ð→
OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ)

= 0⃗
.
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`Ασκηση 4.27

Λύση
Λόγω της επιµεριστικής ιδιότητας του εσωτερικού γινοµένου

u⃗ ⋅ v⃗ = (u1a⃗ + u2β⃗ + u3γ⃗) ⋅ (v1a⃗ + v2β⃗ + v3γ⃗)

= u1v1a⃗ ⋅ a⃗ + u1v2a⃗ ⋅ β⃗ + u1v3a⃗ ⋅ γ⃗ + u2v1β⃗ ⋅ a⃗

+ u2v2β⃗ ⋅ β⃗ + u2v3β⃗ ⋅ γ⃗ + u3v1γ⃗ ⋅ a⃗ + u3v2γ⃗ ⋅ β⃗ + u3v3γ⃗ ⋅ γ⃗.

Επειδή a⃗ ⊥ β⃗, a⃗ ⊥ γ⃗, β⃗ ⊥ γ⃗,

a⃗ ⋅ β⃗ = β⃗ ⋅ a⃗ = a⃗ ⋅ γ⃗ = γ⃗ ⋅ a⃗ = β⃗ ⋅ γ⃗ = γ⃗ ⋅ β⃗ = 0.

Ενώ επειδή τα a⃗, β⃗, γ⃗ είναι µοναδιαία διανύσµατα,

a⃗ ⋅ a⃗ = β⃗ ⋅ β⃗ = γ⃗ ⋅ γ⃗ = 1.
Εποµένως,

u⃗ ⋅ v⃗ = u1v1 + u2v2 + u3v3.
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`Ασκηση 4.29

Λύση
α) Για k > 0, ισχύει

∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k ≥ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣
οπότε

∣x⃗ + y⃗∣
∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k

≤ ∣x⃗ + y⃗∣
∣x⃗∣ + ∣y⃗∣

Επίσης,
∣x⃗ + y⃗∣ ≤ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣,

οπότε
∣x⃗ + y⃗∣
∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k

≤ ∣x⃗ + y⃗∣
∣x⃗∣ + ∣y⃗∣

≤ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣
∣x⃗∣ + ∣y⃗∣

ή
∣x⃗ + y⃗∣
∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k

≤ 1

ϐ) Ισχύει
∣x⃗ + y⃗∣ ≤ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣, (i)

και

∣x⃗ − y⃗∣ = ∣x⃗ + (−y⃗)∣ ≤ ∣x⃗∣ + ∣ − y⃗∣ = ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣. (ii)

Προσθέτοντας κατά µέλη τις ανισώσεις (i),(ii) προκύπτει

∣x⃗ + y⃗∣ + ∣x⃗ − y⃗∣ ≤ 2(∣x⃗∣ + ∣y⃗∣).
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`Ασκηση 4.30

Λύση
Επειδή το Μ είναι το σηµείο της ΒΓ για το οποίο (ΓM) = 3(BM),

ÐÐ→
ΓM = 3

ÐÐ→
MB.

Εκϕράζοντας τα διανύσµατα της σχέσης αυτής ως διαϕορές των διανυσµάτων ϑέσης των άκρων τους ως
προς την κορυϕή Α προκύπτει (ϐλ. λύση `Ασκησης 4.50)

ÐÐ→
AM =

Ð→
AΓ + 3

Ð→
AB

1 + 3
= 3

4

Ð→
AB + 1

4

Ð→
AΓ

= 3

4
u⃗ + 1

4
v⃗

Επειδή το Κ είναι το σηµείο προέκτασης της ΓΒ για το οποίο (ΓK) = 2(BK),
Ð→
ΓK = −2

ÐÐ→
KB

Εκϕράζοντας τα διανύσµατα της σχέσης αυτής ως διαϕορές των διανυσµάτων ϑέσης των άκρων τους ως
προς την κορυϕή Α παίρνουµε (ϐλ. λύση `Ασκησης 4.51)

ÐÐ→
AK =

Ð→
AΓ − 2

Ð→
AB

1 − 2
= 2
Ð→
AB −

Ð→
AΓ = 2u⃗ − v⃗.
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`Ασκηση 4.31

Λύση
Θα δείξουµε ότι

Ð→
AB =m

Ð→
AΓ, m ∈ R,

εκϕράζοντας τα διανύσµατα της (i) ως διαϕορά των διανυσµάτων ϑέσης των άκρων τους ως προς το σηµείο
Α.

Ð→
OA = −

Ð→
AO,

Ð→
OB =

Ð→
AB −

Ð→
AO,

Ð→
OΓ =

Ð→
AΓ −

Ð→
AO,

οπότε η (i) γίνεται

7(−
Ð→
AO) − 4(

Ð→
AB −

Ð→
AO) − 3(

Ð→
AΓ −

Ð→
AO) = 0⃗

ή −4
Ð→
AB − 3

Ð→
AΓ = 0⃗

ή
Ð→
AB = −3

4

Ð→
AΓ.

`Αρα τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.
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`Ασκηση 4.32

Λύση

Σχήµα 4.32 Το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆.

ÐÐ→
AK =

Ð→
A∆ +

ÐÐ→
∆K (i)

Επειδή (∆K) = 2(KΓ),

(∆K) = 2

3
(Γ∆),

οπότε
ÐÐ→
∆K = 2

3

Ð→
∆Γ, (ii)

Επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο
Ð→
∆Γ =

Ð→
AB = u⃗,

οπότε η (ii) δίνει
ÐÐ→
∆K = 2

3
u⃗,

και η (i)
ÐÐ→
AK = 2

3
u⃗ + v⃗. (iii)

Εποµένως
ÐÐ→
BK =

Ð→
BA +

ÐÐ→
AK

= −u⃗ + 2

3
u⃗ + v⃗

= −1
3
u⃗ + v⃗

Επίσης
ÐÐ→
OK =

Ð→
OA +

ÐÐ→
AK (iv)

Επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο, το Ο είναι το µέσον της ΑΓ, οπότε

Ð→
OA = 1

2

Ð→
ΓA = −1

2

Ð→
AΓ. (v)

Επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο,
Ð→
AΓ =

Ð→
AB +

Ð→
A∆ = u⃗ + v⃗,

οπότε η (v) δίνει
Ð→
OA = −1

2
(u⃗ + v⃗)

= −1
2
u⃗ − 1

2
v⃗

και η (iv), λόγω και της (iii),
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ÐÐ→
OK = −1

2
u⃗ − 1

2
v⃗ + 2

3
u⃗ + v⃗

= (−1
2
+ 2

3
) u⃗ + (−1

2
+ 1) v⃗

= −1
6
u⃗ + 1

2
v⃗

Ισχύει
ÐÐ→
∆N =

Ð→
∆Γ +

Ð→
ΓN (vi)

Επίσης,

(ΓN) = 1

4
(AΓ)

και Ð→
AΓ = u⃗ + v⃗,

οπότε
Ð→
ΓN = −

Ð→
NΓ = −1

4
(u⃗ + v⃗),

`Αρα, η (vi) δίνει
ÐÐ→
∆N = u⃗ − 1

4
(u⃗ + v⃗) = 3

4
u⃗ − 1

4
v⃗.

Ισχύει
ÐÐ→
NK =

Ð→
NΓ +

Ð→
ΓK (vii)

Επίσης,

(NΓ) = 1

4
(u⃗ + v⃗)

και
Ð→
ΓK = 1

3

Ð→
Γ∆ = −1

3

Ð→
∆Γ = −1

3
u⃗,

οπότε η (vii) δίνει
ÐÐ→
NK = 1

4
(u⃗ + v⃗) − 1

3
u⃗ = − 1

12
u⃗ + 1

4
v⃗.
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`Ασκηση 4.33

Λύση
Υποθέτουµε ότι k ≠ 0. Τότε

ka⃗ + λβ⃗ = 0⃗ ⇔ a⃗ = −λ
k
β⃗

Από τη σχέση αυτή προκύπτει a⃗ ∥ β⃗, πράγµα που είναι άτοπο, αϕού τα διανύσµατα a⃗, β⃗ δεν είναι
παράλληλα. Εποµένως,

k = λ = 0.
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`Ασκηση 4.34

Λύση
Για να δείξουµε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ είναι συνευθειακά αρκεί να δείξουµε διαδοχικά ότι :

▸ Τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

▸ Τα Α, Β, ∆ είναι συνευθειακά.
Ð→
AB =

Ð→
OB −

Ð→
OA = β⃗ − a⃗

και Ð→
AΓ =

Ð→
OΓ −

Ð→
OA

= γ⃗ − a⃗

= 2a⃗ − β⃗ − a⃗

= a⃗ − β⃗

=
Ð→
BA.

Εποµένως, τα διανύσµατα
Ð→
AΓ,
Ð→
BA είναι παράλληλα, οπότε τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

Επίσης,
Ð→
A∆ =

ÐÐ→
O∆ −

Ð→
OA = δ⃗ − a⃗

= −2a⃗ + 3β⃗ − a⃗

= 3(β⃗ − a⃗)

= 3
Ð→
AB.

`Αρα τα διανύσµατα
Ð→
A∆,

Ð→
AB είναι παράλληλα, οπότε τα σηµεία Α, Β, ∆ είναι συνευθειακά.

Εποµένως, τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ είναι συνευθειακά.
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`Ασκηση 4.35

Λύση
Αρκεί να δείξουµε ότι

Ð→
AB =m

Ð→
AΓ, m ∈ R.

Την σχέση αυτή δείχνουµε εκϕράζοντας τα διανύσµατα της (i) ως διαϕορά των διανυσµάτων ϑέσης των
άκρων τους µε σηµείο αναϕοράς το σηµείο Α.

a⃗ =
Ð→
OA = −

Ð→
AO, β⃗ =

Ð→
OB =

Ð→
AB −

Ð→
AO, γ⃗ =

Ð→
OΓ =

Ð→
AΓ −

Ð→
AO,

οπότε
k(−
Ð→
AO) + λ(

Ð→
AB −

Ð→
AO) + µ(

Ð→
AΓ −

Ð→
AO) = 0⃗

ή
λ
Ð→
AB + µ

Ð→
AΓ − (k + λ + µ)

Ð→
AO = 0⃗.

΄Αρα, λόγω και του ότι k + λ + µ = 0,

λ
Ð→
AB + µ

Ð→
AΓ = 0⃗ µε µ ≠ 0 ή λ ≠ 0,

Εποµένως
Ð→
AB ∥

Ð→
AΓ, οπότε τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.
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`Ασκηση 4.36

Λύση
α) Αν η εξίσωση έχει λύση τότε υπάρχει διάνυσµα a⃗ τέτοιο ώστε

a⃗ × v⃗ = u⃗,

οπότε

u⃗ ⊥ v⃗.

Αντίστροϕα, στην περίπτωση που τα u⃗, v⃗ είναι κάθετα µεταξύ τους ϑα δείξουµε ότι υπάρχει λύση της (i)
της µορϕής

x⃗0 = ku⃗ × v⃗, k ∈ R.

Πράγµατι, αν το διάνυσµα x⃗0 είναι λύση της (i), τότε, λόγω του ότι u⃗ ⋅ v⃗ = 0 και της (4.22), η (i) δίνει

(ku⃗ × v⃗) × v⃗ = k(u⃗ ⋅ v⃗)v⃗ − kv2u⃗

= −kv2u⃗

= u⃗,
οπότε

−kv2 = 1 ή k = − 1

v2
.

Εποµένως, αν τα u⃗, v⃗ είναι κάθετα µεταξύ τους, τότε µία λύση της (i) είναι το διάνυσµα

x⃗ = − 1

v2
u⃗ × v⃗

ϐ) Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 4.16, τα u⃗, v⃗, u⃗ × v⃗ αποτελούν µία ϐάση του R3 , οπότε κάθε διάνυσµα
γράϕεται ως γραµµικός συνδυασµός τους

x⃗ = ku⃗ + λv⃗ + µu⃗ × v⃗. (ii)

Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της (ii) επί u⃗

x⃗ ⋅ u⃗ = ku⃗ ⋅ u⃗ + λv⃗ ⋅ u⃗ + µ(u⃗ × v⃗) ⋅ u⃗. (iii)
Λόγω της (i),

x⃗ ⊥ u⃗, οπότε x⃗ ⋅ u⃗ = 0

v⃗ ⊥ u⃗, οπότε v⃗ ⋅ u⃗ = 0
.

Επίσης,
(u⃗ × v⃗) ⋅ u⃗ = 0.

΄Ετσι, από τη (iii) προκύπτει
0 = ku2 ή k = 0.

Παίρνοντας το εξωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της (ii) επί v⃗ (έχοντας ϑέσει k = 0) προκύπτει

x⃗ × v⃗ = λv⃗ × v⃗ + µ(u⃗ × v⃗) × v⃗. (iv)
Επειδή

(u⃗ × v⃗) × v⃗ = (u⃗ ⋅ v⃗)v⃗ − v2u⃗ = −v2u⃗

και, λόγω της (i) και του ότι v⃗ × v⃗ = 0, η (iv) γίνεται

u⃗ = −µv2u⃗,
οπότε

µv2 = −1 ή µ = − 1

v2
.

Εποµένως, η γενική λύση της (i) είναι

x⃗ = λv⃗ − 1

v2
(u⃗ × v⃗), λ ∈ R.
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`Ασκηση 4.37

Λύση
Σύµϕωνα µε τη λύση της προηγούµενης άσκησης κάθε διάνυσµα

x⃗ = kv⃗ − 1

v2
(w⃗ × v⃗), k ∈ R (i)

ικανοποιεί την x⃗ × v⃗ = w⃗ αν και µόνον αν v⃗ ⊥ w⃗ ή v⃗ ⋅ w⃗ = 0.
Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο των δύο µελών της σχέσης επί u⃗,

x⃗ ⋅ u⃗ = kv⃗ ⋅ u⃗ − 1

v2
(w⃗ × v⃗) ⋅ u⃗

οπότε, λόγω της x⃗ ⋅ u⃗ = λ,

λ = kv⃗ ⋅ u⃗ − 1

v2
(w⃗, v⃗, u⃗).

Εποµένως, επειδή v⃗ ⋅ u⃗ ≠ 0 (u⃗, v⃗ δεν είναι κάθετα)

k = 1

v⃗ ⋅ u⃗
(λ + 1

v2
(w⃗, v⃗, u⃗)),

οπότε η (i) πληρείται µόνο από το διάνυσµα

x⃗ = 1

v⃗ ⋅ u⃗
[λ + 1

v2
(w⃗, v⃗, u⃗)] v⃗ − 1

v2
(w⃗ × v⃗).
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`Ασκηση 4.38

Λύση
Παίρνοντας το εξωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της a⃗ × β⃗ = a⃗ × γ⃗ επί a⃗ προκύπτει

a⃗ × (a⃗ × β⃗) = a⃗ × (a⃗ × γ⃗)
ή

(a⃗ ⋅ β⃗)a⃗ − a⃗2β⃗ = (a⃗ ⋅ γ⃗)a⃗ − a⃗2γ⃗.

΄Αρα, λόγω και του ότι a⃗ ⋅ β⃗ = a⃗ ⋅ γ⃗,

−∣a⃗∣2β⃗ = −∣a⃗∣2γ⃗ ή ∣a⃗∣2(γ⃗ − β⃗) = 0,

οπότε (∣a⃗∣2 ≠ 0, επειδή a⃗ ≠ 0)

γ⃗ − β⃗ = 0 ή β⃗ = γ⃗.


