
Κεφάλαιο 1

Ιδιοτιµές, ιδιοδιανύσµατα

`Ασκηση 9.1

Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 1 −1
0 0 − λ 1

0 −2 −3 − λ
RRRRRRRRRRRRRR

οπότε

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −2
Για λ1 = 1

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 −1
0 −1 1

0 −2 −4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
y − z−y + z
−2y − 4z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

y − z = 0

−y + z = 0

−2y + 4z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = z = 0
οπότε

V (1) = {(x, y, z) = (x,0,0), x ∈ R}
= span(1,0,0)

Για λ2 = −1

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 1 −1

0 1 1

0 −2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2x + y − z

y + z

−2y − 2z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

1
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2x + y − z = 0

y + z = 0

−2y − 2z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = −z

και 2x = −y + z = 2z ⇔ x = z

οπότε

V (−1) = {(x, y, z) = (z,−z, z), z ∈ R}
= span(1,−1,1)

Για λ3 = −2

(A − λ3I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 1 −1

0 2 1

0 −2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3x + y − z

2y + z

−2y − z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δηλαδή

3x + y − z = 0

2y + z = 0

−2y − z = 0

Οι δύο τελευταίες εξισώσεις δίνουν

z = −2y

και η πρώτη

3x = −y + z = −y − 2y ⇔ x = −y

Εποµένως,

V (−2) = {(x, y, z) = (−y, y,−2y), y ∈ R}
= span(−1,1,−2).

Αφου ο A έχει 3 διακριτές ιδιοτιµές, διαγωνιοποιείται.
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`Ασκηση 9.2

α) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A = [ 4 −1

2 1
]

Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 4 − λ −1

2 1 − λ
∣ ⇔ λ2

− 5λ + 6 = 0

οπότε

λ1 = 2, λ2 = 3

Για λ1 = 2

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 2 −1

2 −1
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ 2x + 2y

2x + 2y
] = [ 0

0
]

δηλαδή

2x + 2y = 0 ⇔ x = −y

Εποµένως,

V (2) = {(x, y, z) = (−y, y, z), y, z ∈ R}
= span{(−1,1,0), (0,0,1)}

Για λ2 = 3

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 −1

2 −2
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ x − y

2x − 2y
] = [ 0

0
]

δηλαδή

x − y = 0 ⇔ x = y

Εποµένως,

V (3) = {(x, y, z) = (y, y, z), y, z ∈ R}
= span{(1,1,0), (0,0, 1)}

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 1 0

0 1 −1

0 2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
2 − λ 1 0

0 1 − λ −1

0 2 4 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

οπότε

λ1 = 2 (διπλή) και λ2 = 3.

Για λ1 = 2 παίρνουµε το σύστηµα
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(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 − 2 1 0

0 1 − 2 −1

0 2 4 − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
y

−y − z

2y + 2z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δηλαδή

y = 0

−y − z = 0

2y + 2z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = z = 0

οπότε

V (2) = {(x, y, z) = (x,0,0), x ∈ R}
= span(1,0,0)

Για λ2 = 3 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 − 3 1 0

0 1 − 3 −1

0 2 4 − 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x + y

−2y − z

2y + z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

−x + y = 0

−2y − z = 0

2y + z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

z = −2y

x = y

’ρα,

V (3) = {(x, y, z) = (y, y,−2y) = y(1,1,−2), y ∈ R}
= span(1,1,−2)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ - Ι∆ΙΟ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 5

`Ασκηση 9.3

α) Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 1 − λ 1

0 1 − λ
∣ = 0 ⇔ (1 − λ)2 = 0

’ρα, ο A έχει µόα διπλή ιδιοτιµή την

λ1 = 1

Για λ1 = 1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λI)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 − 1 1

0 1 − 1
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ y

0
] = [ 0

0
]

’ρα y = 0

οπότε

V (1) = {(x, y) = (x,0), x ∈ R}
= span(1,0)

ϐ) Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 1 − λ 1

0 1 − λ
∣ = 0 ⇔ λ2

− 1 − 1 = 0

’ρα, οι ιδιοτιµές του A είναι

λ = ±
√
2

Για λ1 =

√
2 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λI)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 −
√
2 1

1 −1 −
√
2
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ (1 −
√
2)x + y

x − (1 −√2)y ] = [
0

0
]

’ρα από το σύστηµα αυτό προκύπτει

(1 −√2)x + y = 0 ⇔ y = (√2 − 1)x
Για x = 1 ισχύει

y = (√2 − 1),
οπότε

V (√2) = {k(1,√2 − 1), k ∈ R} = span(1,√2 − 1).
΄Οµοια προκύπτει

V (−√2) = {k(1 −√2,1), k ∈ R}
= span(1 −√2,1)
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`Ασκηση 9.4

α) Ο πίνακας της γραµµικής αυτής απεικόνισης είναι

A = [ 4 2

1 3
]

Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 4 − λ 2

1 3 − λ
∣ = 0 ⇔ λ2

− 7λ + 10 = 0

’ρα, οι ιδιοτιµές του A είναι

λ1 = 5 ή λ2 = 2.

Για λ1 = 5 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λI)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 4 − 5 2

1 3 − 5
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ −x + 2y
x + 2y

] = [ 0

0
]

’ρα, από το σύστηµα αυτό προκύπτει

−x + 2y = 0 ⇔ x = 2y,

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής λ = 5 είναι

V (5) = {(x, y) = k(1,2) x ∈ R}
΄Οµοια προκύπτει

V (2) = {k(−1,1), k ∈ R}.
Επειδή η γραµµική αυτή απεικόνιση έχει δύο διακριτές ιδιοτιµές, είναι διαγωνιοποιήσιµη.

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 −1

1 −1 0

2 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 2 −1

1 1 − λ 0

2 −2 0 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ λ(1 − λ)(1 + λ) = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 2, λ2 = −1 και λ3 = 0

Για λ1 = 1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 1 2 −1

1 1 − 1 0

2 −2 0 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2y − z

x − 2y

2x − 2y − z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δηλαδή

2y − z = 0

x − 2y = 0

2x − 2y − z = 0

Από τις δύο πρώτες εξισώσεις προκύπτει

z = 2y και x = 2y
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και αντικαθιστώντας στην τρίτη παίρνουµε

2 ⋅ 2y − 2y − 2y = 0 ⇔ 0 = 0

Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (1) = {(x, y, z) = (2y, y,2y) = y(2,1,2), y ∈ R}
= span(2,1,2)

Για λ2 = −1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − (−1) 2 −1

1 1 − (−1) 0

2 −2 0 − (−1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2x + 2y − z

x

2x − 2y + z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

2x + 2y − z = 0

x = 0

2x − 2y + z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

z = 2y και x = 0

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (3) = {(x, y, z) = (0, y,2y) = y(0,1,2), y ∈ R}
= span(0,1,2)

Για λ3 = 0 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 0 2 −1

1 1 − 0 0

2 −2 0 − 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x + 2y − z

x − y

2x − 2y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

x + 2y − z = 0

x − y = 0

2x − 2y = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = x

και z = x + 2y = x + 2x = 3x,

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (3) = {(x, y, z) = (x,x,3x) = x(1,1,3), x ∈ R}
= span(1,1,3)

Επειδή ο πίνακας αυτός έχει 3 διακριτές ιδιοτιµές, είναι διαγωνιοποιήσιµος.
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`Ασκηση 9.5

α) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A = [ 1 1

1 1
]

Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 1 − λ 1

1 1 − λ
∣ = 0 ⇔ λ(1 − λ)2 − 1 = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 0, λ2 = 2

Για λ1 = 0 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ ∣ 1 − 0 1

1 1 − 0
∣ [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ x + y

x + y
] = [ 0

0
]

δηλαδή

x + y = 0 ⇔ x = −y

Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (0) = {(x, y) = (−y, y) = y(−1,1), y ∈ R}
= span(−1,1)

Για λ2 = 2 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 − 2 1

1 1 − 2
][ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ −x + y
x − y

] = [ 0

0
]

δηλαδή

x − y = 0 ⇔ x = y

Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (0) = {(x, y) = (y, y) = y(1,1), y ∈ R}
= span(1,1)

Επειδή ο πίνακας αυτός έχει 2 διακριτές ιδιοτιµές είναι διαγωνιοποιήσιµος.

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 −2

0 0 1

0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
−1 − λ 0 −2

0 0 − λ 1

0 −1 1 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ λ − (1 + λ)(λ2

− λ + 1) = 0
η µόνη πραγµατική ιδιοτιµή είναι

λ1 = −1

Επειδή όλες οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου δεν είναι πραγµατικές, ο πίνακας δεν είναι

διαγωνιοποιήσιµος.
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`Ασκηση 9.7

α) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1

0 0 1

0 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 1 −1

0 0 − λ 1

0 −2 −3 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ λ(1 − λ)(λ2

+ 3λ + 2) = 0
οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −2

και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι είναι

V (1) = span(1,0,0)
V (−1) = span(−1,1,−1)
V (−2) = span(1,−1,2)

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f4 είναι ο A4.

Ισχύει

A4
= PD4P−1 (i)

όπου D ο αντίστοιχος του A διαγώνιος πίνακας µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 −1 0

0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ισχύει (ϐλ. Πρόταση 3.7)

D4
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
4

0 0

0 (−1)4 0

0 0 (−2)4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο πίνακας µετάβασης P από τη συνήθη ϐάση στη ϐάση στην οποία ο A είναι διαγώνιος έχει ως στήλες

τα ιδιοδιανύσµατά του

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 1

0 1 −1

0 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και ο αντίστροφός του είναι

P−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0

0 2 1

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Ετσι, η (i) δίνει

A4
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0

0 2 1

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0

0 2 1

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 15 15

0 −14 −15

0 30 31

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Αρα, ο τύπος της απεικόνισης f4 ως προς την κανονική ϐάση του R3 είναι

f4(x, y, z) = (x + 15y + 15z,−14y − 15z,30y + 31z)
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`Ασκηση 9.8

Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 1 2

2 1 2 1

1 2 1 2

2 1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 − λ 2 1 2

2 1 − λ 2 1

1 2 1 − λ 2

2 1 2 1 − λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0

οι ϱίζες της εξίσωσης αυτής είναι

λ1 = −2, λ2 = 0 (διπλή) , λ3 = 6

και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι των ιδιοτιµών λ1 = −2, λ3 = 6 είναι

V (−2) = span(1,−1,1,−1)
V (6) = span(1,1,1,1)

Για λ2 = 0 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 − 0 2 1 2

2 1 − 0 2 1

1 2 1 − 0 2

2 1 2 1 − 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x + 2y + z + 2w

2x + y + 2z +w

x + 2y + z + 2w

2x + y + 2z +w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

x + 2y + z + 2w = 0

2x + y + 2z +w = 0

Από τις δύο αυτές εξισώσεις ϐρίσκουµε τους 2 αγνώστους, x και y συναρτήσει των z και w, γράφοντας το

σύστηµα ως

x + 2y = −z − 2w

2x + y = −2z −w

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση επί −2 και προσθέτοντας κατά µέλη µε τη δεύτερη εξίσωση παίρ-

νουµε

−4y + y = 2z + 4w − 2z −w ⇔ −3y = 3w ⇔ y = −w

Αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση παίρνουµε

x = −2y − z − 2w = −2(−w) − z − 2w = −z
Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (0) = {(x, y, z,w) = (−z,−w,−z,w) = z(−1,0,1,0) +w(0,−1,0,1), z,w ∈ R}
= span{(−1,0,1,0), (0,−1, 0, 1)}

’ρα, dim (V (0)) = 2,
οπότε ο πίνακας A είναι διαγωνιοποιήσιµος και ο αντίστοιχος διαγώνιος πίνακας είναι ο
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D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο πίνακας µετάβασης από τη συνηθισµένη ϐάση στη ϐάση στην οποία ο πίνακας της f είναι διαγώνιος

είναι ο (έχει ως στήλες γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα)

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 1

−1 0 −1 1

1 1 0 1

−1 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο τύπος της f στη ϐάση αυτή είναι (x′

1
, x′

2
, x′

3
, x′

4
οι συντεταγµένες ως προς τη νέα ϐάση)

f(x′
1
, x′

2
, x′

3
, x′

4
) = D

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2x1
0

0

6x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
’ρα,

f(x′
1
, x′

2
, x′

3
, x′

4
) = (−2x1,0,0,6x4)
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`Ασκηση 9.10

Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 −6 −6

−1 4 2

3 −6 −4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
5 − λ −6 −6

−1 4 − λ 2

3 −6 −4 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ −(λ − 2)2(λ − 1) = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 1 και λ2 = 2 (διπλή)

Για λ1 = 1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 − 1 6 −6

−1 4 − 1 2

3 −6 −4 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4x − 6y − 6z

−x + 3y + 2z

3x − 6y − 5z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

4x − 6y − 6z = 0

−x + 3y + 2z = 0

3x − 6y − 5z = 0

Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής

V (1) = {(x, y, z) = y(−3,1,−3), y ∈ R}
= span(−3,1,−3)

Για λ2 = 2 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 − 2 −6 −6

−1 4 − 2 2

3 −6 −4 − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3x − 6y − 6z

−x + 2y + 2z

3x − 6y − 6z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από τις 3 αυτές εξισώσεις, που είναι ισοδύναµες, προκύπτει ότι

−x + 2y + 2z = 0 ⇔ x = 2y + 2z

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (2) = {(x, y, z) = (2y + 2z, y, z) = y(2,1,0) + z(2,0,1), y, z ∈ R}
= span{(2,1,0), (2,0,1)}

Οι ιδιοτιµές της γραµµικής απεικόνισης g = f2
− 2f + 3 είναι

β1 = 1
2
− 2 ⋅ 1 + 3 = 2

β2 = 2
2
− 2 ⋅ 2 + 3 = 3

Επειδή για την διπλή ιδιοτιµή ισχύει

dim (V (2)) = 2
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η γραµµική απεικόνιση f είναι διαγωνιοποιήσιµη, οπότε τα ιδιοδιανύσµατατης της g είναι οι παραπάνω

ιδιοχώροι, δηλαδή

V (β1) = span(−3,1,−3)
V (β2) = span{(2,1,0), (2,0,1)}
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`Ασκηση 9.14

Ο πίνακας της f έχει ως στήλες τις εικόνες των διανυσµάτων της ϐάσης

A = [f(e⃗1) f(e⃗2) f(e⃗3)] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

9 0 0

−5 1 0

−8 6 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Στο Παράδειγµα 9.3 δείχνουµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα αυτού είναι

λ1 = 1 (διπλή) λ2 = 9 (απλή)

και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι είναι

V (1) = span(0,0,1)
V (9) = span(−32,20,47)

ϐ) Επειδή η διάσταση του ιδιοχώρου της διπλής ιδιοτιµής λ1 = 1 είναι

dim (V (1)) = 1,
η f δεν είναι διαγωνιοποιήσιµη.
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`Ασκηση 9.18

Οι ιδιοτιµές του πίνακα

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 −2

1 2 −1

−1 −1 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 2 −2

1 2 − λ −1

−1 −1 4 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ −(λ − 3)2(λ − 1) = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 1 και λ2 = 3 (διπλή).

Για λ1 = 1 προκύπτει ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής είναι

V (1) = {k(−2,1,−1), k ∈ R} = span(−2,1,−1).
Για λ2 = 3 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 3 2 −2

1 2 − 3 −1

−1 −1 4 − 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2x + 2y + 2z

x − y − z

−x + y + z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι εξισώσεις αυτές ισοδυναµούν µε την

x − y − z = 0 ⇔ z = x − y,

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (3) = {(x, y, z) = (x, y, x − y) = x(1,0,1) + y(0,1,−1), x, y ∈ R}
= span{(1,0,1), (0,1,−1)} .

Εποµένως, ο πίνακας A διαγωνιοποιείται, και ο πίνακας µετάβασης στη ϐάση στην οποία ο A γίνεται

διαγώνιος είναι

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1 0

1 0 1

−1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο αντίστοιχος διαγώνιος πίνακας είναι ο

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 3 0

0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και ισχύει

D = P−1AP

ϐ) Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 9.10γ

A7
= PD7P−1

όπου (ϐλ. Πρόταση 3.7)

D7
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
7

0 0

0 3
7

0

0 0 3
7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2187 0

0 0 2187

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Βρίσκουµε



16 §

P−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−

1

2

1

2

1

2
0 1 1

1

2

1

2
−

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε από την (i) προκύπτει

A7
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1 0

1 0 1

−1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2187 0

0 0 2187

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−

1

2

1

2

1

2
0 1 1

1

2

1

2
−

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2186 2186

1093 1094 −1093

−1093 1093 2187

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 9.21

α) Με τον γνωστό τρόπο προκύπτει ότι οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = 0, λ2 = 2 και λ3 = 4 (απλές) και οι

αντίστοιχοι ιδιοχώροι

V (λ1) = {(k,0, k), k ∈ R}
V (λ2) = {(0, k,0), k ∈ R}
V (λ3) = {(−k,0, k), k ∈ R}

Επειδή ο Α έχει 3 διαφορετικές ιδιοτιµές, είναι διαγωνιοποιήσιµος, οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα Β είναι

β1 = λ3

1
− 2λ2

1
+ 3λ1 − 2 = 0

3
− 2 ⋅ 0

2
+ 3 ⋅ 0 − 2 = −2

β2 = λ3

2
− 2λ2

2
+ 3λ2 − 2 = 2

3
− 2 ⋅ 2

2
+ 3 ⋅ 2 − 2 = 4

β3 = λ3

3
− 2λ2

3
+ 3λ3 − 2 = 4

3
− 2 ⋅ 4

2
+ 3 ⋅ 4 − 2 = 42

και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

V (β1) = {(k,0, k), k ∈ R} = span(1,0,1)
V (β2) = {(0, k,0), k ∈ R} = span(0,1,0)
V (β3) = {(−k,0, k), k ∈ R} = span(−1,0,1)
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`Ασκηση 9.22

Οι ιδιοτιµές του πίνακα

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

1 2 1

1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 0 0

1 2 − λ 1

1 0 1 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

⇔ ∣ 2 − λ 1

0 1 − λ
∣ = 0

⇔ (1 − λ)2(2 − λ) = 0
⇔ λ1 = 1 (διπλή) και λ2 = 2 (απλή)

Για την ιδιοτιµή λ1 = 1, προκύπτει το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 1 0 0

1 2 − 1 1

1 0 1 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

x + y + z

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από το σύστηµα αυτό προκύπτει

z = 0 και y = −x

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (1) = {(x, y, z) = (x,−x,0) = x(1,−1,0), x ∈ R}
= span(1,−1,0)

Για την ιδιοτιµή λ2 = 0, προκύπτει το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 2 0 0

1 2 − 2 1

1 0 1 − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x

x + z

x − z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από το σύστηµα αυτό προκύπτει

z = 0 και x = 0,

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (2) = {(x, y, z) = (0, y,0) = y(0,1,0), y ∈ R}
= span(0,1,0)

Γράφουµε το v⃗ = (0,1,1) ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων του A

v⃗ = kv⃗1 + λv⃗2 ⇔ (0,1,0) = k(1,−1,0) + λ(0,1,0) ⇔ (0,1,1) = (k,−k + λ,0)
που είναι προφανώς αδύνατο, οπότε το διάνυσµα v⃗ δε µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός

των ιδιοδιανυσµάτων του A.
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`Ασκηση 9.26 Να ϐρεθεί µία γραµµική απεικόνιση f ∶ R3
→ R3 µε ιδιοτιµές

λ1 = −2, λ2 = 1 και λ3 = 2.

Επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f έχει ϱίζες λ1 = −2, λ2 = 1 και λ3 = 2, είναι το

P (λ) = (λ − (−2))(λ − 2)(λ − 1)
δηλαδή το

P (λ) = λ3
− λ2

− 4λ + 4.

`Αρα σύµφωνα µε την `Ασκηση 9.11, ο πίνακας της f είναι ο

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

−4 −(−4) −(−1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Εποµένως, µία γραµµική απεικόνιση µε ιδιοτιµές λ1 = −2, λ2 = 1 και λ3 = 2 είναι η

f ∶ R3
→ R3, f(x1, x2, x3) = (x2, x3,−4x1 + 4x2 + x3)



20 §

`Ασκηση 9.27

Σύµφωνα µε την `Ασκηση 9.11, ο πίνακας της f είναι ο

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Εποµένως, µία γραµµική απεικόνιση µε αυτό το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι η

f ∶ R3
→ R3, f(x1, x2, x3) = (x2, x3, x2)

Επειδή

f(x1, x2, x3) = x2(1,0,1) + x3(0,1,0)
και τα διανύσµατα (1,0,1) και (0,1,0) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, αφού ο ϐαθµός του πίνακά τους

είναι

[ 1 0 1

0 1 0
] = 2,

µία ϐάση της εικόνας της f είναι η {(1,0,1), (0,1,0)}.
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`Ασκηση 9.30

Επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της f έχει ϱίζες λ1 = 1 (διπλή), λ2 = 0 και λ3 = −2, είναι το

P (λ) = (λ − 1)2λ(λ − (−2))
δηλαδή το

P (λ) = λ4
− 3λ2

+ 2λ.

`Αρα σύµφωνα µε την `Ασκηση 9.11, ο πίνακας της f είναι ο

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 −2 −(−3) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Εποµένως, µία γραµµική απεικόνιση µε ιδιοτιµές λ1 = 1 (διπλή), λ2 = 0 και λ3 = −2 είναι η

f ∶ R4
→ R4, f(x1, x2, x3, x4) = (x2, x3, x4,−2x2 + 3x3)
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`Ασκηση 9.31

Αν η λ1 είναι ιδιοτιµή του πίνακα Α και v⃗1 ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, τότε

Av⃗1 = λ1v⃗1. (i)
Πολλαπλασιάζοντας την (i) επί τον συµπληρωµατικό adj(A) του Α προκύπτει

adj(A)(Av⃗1) = adj(A)(λ1 v⃗1)
ή (adj(A)A)v⃗1 = λ1(adj(A)v⃗1). (ii)
Επειδή

adj(A)A = ∣A∣A−1A = ∣A∣I,

όπου I ο n × n µοναδιαίος πίνακας, οπότε η (ii) δίνει

ή ∣A∣Iv⃗1 = λ1(adj(A)v⃗1)
ή (λ1 ≠ 0)

adj(A)v⃗1 = ∣A∣
λ1

v⃗1

Εποµένως, η
∣A∣
λ1

είναι ιδιοτιµή του συµπληρωµατικού του adj(A) του Α και το v⃗1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα

που αντίστοιχεί σε αυτή.


