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2.8 Εφαρµογές πινάκων στη χηµεία

Παρατήρηση 2.1 Σε ένα σύνολο n χηµικών αντιδράσεων το πλήθος k των ανεξάρτητων µετα-

ξύ τους εξισώσεις στοιχειακών ισοζυγίων είναι ίσο µε τη τάξη του πίνακα A = [aij], όπου aij το

πλήθος ατόµων του στοιχείου i στην ένωση j. (οι γραµµές του πίνακα αντιστοιχούν στα στοιχεία

των χηµικών αντιστοιχούν στα στοιχεία των χηµικών αυτών ενώσεων και οι στήλες στις χηµικές

ενώσεις)

Παράδειγµα 2.1 Να ϐρεθεί ο αριθµός των ανεξάρτητων στοιχειακών ισοζυγίων για τις αντι-

δράσεις του CO µε H2

CO + 3H2 → CH4 +H2O

CO + 2H2 → CH3OH

Λύση
Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.11, ο πίνακας των στοιχείων C,H και O στις αντιδράσεις αυτές ε-

ίναι (οι γραµµές του αντιστοιχούν στα στοιχεία C,O και H και οι στήλες του στις χηµικές ενώσεις

CO, H2, CH4OH και CO2)

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 1 1

1 0 0 0

0 2 4 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή µια ορίζουσα 3 × 3 του πίνακα Α είναι (ανάπτυγµα ως προς δεύτερη γραµµή)

A1 =

RRRRRRRRRRRRRR
1 0 1

1 0 0

0 2 4

RRRRRRRRRRRRRR
= − ∣ 1 1

0 4
∣ = −4 ≠ 0

ο ϐαθµός του πίνακα Α είναι Rank(A) = 3,

οπότε υπάρχουν τρία ανεξάρτητα στοιχειακά ισοζύγια για τις δυο αυτές αντιδράσεις

Παράδειγµα 2.2 Να ϐρεθεί ο αριθµός των ανεξάρτητων ενεργειακών ισοζυγίων για την αντίδρα-

ση παρασκευής H2SO4 από SO3 και H2O

SO3 +H2O →H2SO4.

Λύση
Ο πίνακας της αντίδρασης αυτής είναι (οι γραµµές του αντιστοιχούν στα στοιχεία S,O και H και οι στήλες

του στις χηµικές ενώσεις SO3, H2O και H2SO4)

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 1

3 1 4

0 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επείδή

det(A) =
RRRRRRRRRRRRRR
1 0 1

3 1 4

0 2 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 και ∣ 1 0

3 1
∣ = 1 ≠ 0,

ο ϐαθµός του πίνακα Α είναι Rank(A) = 2,
οπότε υπάρχουν 2 µόνον ανεξάρτητα στοιχειακά ισοζύγια για την αντίδραση αυτή.

Παράδειγµα 2.3 Να ϐρεθεί ο αριθµός των ανεξάρτητων στοιχειακών ισοζυγίων για τις αντι-

δράσεις

CO2 + 3H2 → CH3OH +H2O

CO + 2H2 → CH3OH
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Λύση
Ο πίνακας των χηµικών ενώσεων CO2,H2,H2O και CH3OH είναι (οι γραµµές του αντιστοιχούν στα

στοιχεία C,H και O και οι στήλες του στις χηµικές ενώσεις CO2, H2, CH3OH, H2O και CO)

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 1 1

0 2 2 1 0

2 0 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0

0 2 2

2 0 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
=

RRRRRRRRRRR
2 2

0 1

RRRRRRRRRRR = 2 ≠ 0

η τάξη του πίνακα Α είναι 3, οπότε από τις δύο αυτές αντιδράσεις προκύπτουν 3 ανεξάρτητα στοιχειακά

ισοζύγια.

Παρατήρηση 2.2 Σε ένα σύνολο n χηµικών αντιδράσεων το πλήθος των ανεξάρτητων

αντιδράσεων είναι ίσο µε τη τάξη του πίνακα Α των αντιδράσεων ο οποίος ορίζεται ως εξής :

▸ Κάθε γραµµή του Α αντιστοιχεί σε µια χηµική αντίδραση και κάθε στήλη του σε µια χηµική

ενωση.

▸ Τα στοιχεία aij της γραµµής i του A, i = 1,2, . . . , n και της στήλης j, όπου j = 1,2, . . . , k και

k το πλήθος των χηµικών ενώσεων (προϊόντων ή αντιδρώντων) των χηµι- κών αυτών αντιδράσεων

είναι κατά απόλυτη ίσο µε τον συντελεστή της ένωσης j στην αντί- δραση i. Το πρόσηµο του aij
είναι (−) για τα αντιδρώντα και (+) για τα προϊόντα.

Παράδειγµα 2.4 Να ϐρεθεί πόσες από τις παρακάτω αντιδράσεις είναι ανεξάρτητες

C +O2 → CO2 (i)
2CO +O2 → 2CO2 (ii)
2C +O2 → 2CO (iii)

Λύση
Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.12, ο πίνακας των αντιδράσεων αυτών είναι (οι στήλες του πίνακα αντι-

στοιχούν στα C,O2,C0 και CO2 και οι γραµµές του στις 3 χηµικές αντιδράσεις).

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −1 0 1

0 −1 −2 2−2 −1 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ορίζουσες 3 × 3 του Α είναι

A1 =

RRRRRRRRRRRRRR
−1 −1 0

0 −1 −2−2 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 0, A2 =

RRRRRRRRRRRRRR
−1 −1 1

0 −1 2−2 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

A3 =

RRRRRRRRRRRRRR
−1 0 1−1 −2 2−1 2 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 0, A4 =

RRRRRRRRRRRRRR
−1 0 1

0 −2 2−2 2 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

Επειδή ολες οι ορίζουσες 3 × 3 του Α είναι µηδέν και µια ορίζουσα 2 × 2, π.χ

RRRRRRRRRRR
−1 −1
0 −1

RRRRRRRRRRR = 1 ≠ 0
είναι µη µηδενική rank(A) = 2,
οπότε δύο από τις 3 αυτές χηµικές αντιδράσεις είναι ανεξάρτητες.

Παρατηρούµε ότι το άθροισµα της δεύτερης και τρίτης αντίδρασης είναι ίσο µε το διπλάσιο της πρώτης.
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2.9 Εφαρµογές πινάκων στη στατιστική

Σε πολλές περιπτώσεις στη Στατιστική χρησιµοποιούµε πίνακες, όπως για παράδειγµα στη γραµµική

παλινδρόµηση.

Γραµµική παλινδρόµηση

Στη γραµµική παλινδρόµηση εκτιµούµε τις τιµές των συντελεστών βi σε ένα µοντέλο

Y = β0 + β1x1 + β2x2 +⋯+ βmxm,

που περιγράφει τη σχέση της προβλεπόµενης τυχαίας µεταβλητής Y µε τις προβλέπουσες µεταβλητές xi
µε τη ϐοήθεια ενός δείγµατος n τιµών Yi της Y που προέκυψαν για δεδοµένες τιµές xij των µεταβλητών

xj.

Για παράδειγµα ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τις τιµές των συντελεστών β0, β1, β2 για τη σχέση της τυχαίας

µεταβλητής Y µε τις x1 και x2

Y = β0 + β1x1 + β2x2
από το παρακάτω δείγµα τιµών

x1 x2 Y

151 87 23

168 40 13

162 63 17

134 97 30

187 22 9

153 103 28

Θεωρώντας τον n×(m+1) πίνακα των τιµών των m προβλεπουσών µεταβλητών x1, x2,⋯, xm για το δείγµα

των n παρατηρήσεων

X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 x11 x12 ⋯ x1m
1 x21 x22 ... x2m
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 xn1 ⋯ ⋯ xnm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
τον n×1 πίνακα στήλη Y των δειγµατικών τιµών της Y και τον (m+1)×1 πίνακα στήλη B των Ϲητούµενων

συντελεστών β0, β1, β2,⋯, βm,, αποδεικνύεται ότι ισχύει η σχέση

B = (XTX)−1XTY (2.1)

από την οποία υπολογίζονται οι Ϲητούµενοι συντελεστές του µοντέλου.

Παράδειγµα 2.5 Να υπολογιστούν οι τιµές των συντελεστών β0, β1, β2 για το γραµµικό µοντέλο

παλινδρόµησης

Y = β0 + β1x1 + β2x2
από το παραπάνω δείγµα τιµών.

Λύση
Στην περίπτωση αυτή (m = 2, n = 6) ισχύει

Y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1
y2
⋮
y6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 x11 x12
1 x21 x22
⋮ ⋮ ⋮
1 x61 a62

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
β0
β1
β2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι
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XTX =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 ⋯ 1

x11 x21 ⋯ x61
x12 x22 ⋯ x62

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 x11 x12
1 x21 x22
⋮ ⋮ ⋮
1 x61 x62

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

6 ∑
i

xi1 ∑
i

xi2

∑
i

xi1 ∑
i

x2i1 ∑
i

xi1xi2

∑
i

xi2 ∑
i

xi1xi2 ∑
i

x2i2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
6 955 412

955 153603 62934

412 62934 33640

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε, εφαρµόζοντας την Παρατήρηση (2.15), παίρνουµε

(XTX)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

128,162 −0,658314 −0,338056
−0,658314 0,00340938 0,00168429

−0,338056 0,00168429 0,00101901

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Επίσης

XTY =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 ⋯ 1

x11 x21 ⋯ x61
x12 x22 ⋯ x62

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y1
y2
⋮
y6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
i

yi

∑
i

xi1yi

∑
i

xi2yi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για τις δεδοµένες τιµές

XTY =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1 1 1

151 168 162 134 187 153

87 40 63 97 22 103

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

23

13

17

30

9

28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
120

18398

9584

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε από την (2.20) προκύπτει ότι

B = (XTX)−1XTY =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
6 955 412

955 153603 62934

412 62934 33640

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
27,7

0,130

0,187

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Εποµένως,

Y = β0 = 27,79, β1 = 0,130, β2 = 0,187

οπότε το Ϲητούµενο µοντέλο παλινδρόµησης είναι

Y = 27,7 + 0,130x1 + 0,187x2

2.10 Εφαρµογές πινάκων σε διανύσµατα, ευθείες και επίπεδα

Οι πίνακες και οι ορίζουσες χρησιµοποιούνται ευρύτατα στην Αναλυτική Γεωµετρία. Στην ενότητα αυτή

δίνουµε ορισµένες εφαρµογές τους ενώ στο Κεφάλαιο 4 συνεχίζουµε µε εφαρµογές πινάκων και οριζουσών

στην Αναλυτική Γεωµετρία.

Εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι n διανύσµατα a⃗1, a⃗2, ..., a⃗n είναι παράλληλα αν ο ϐαθµός του πίνακα

(a⃗1, a⃗2, ..., a⃗n) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
a31 a32 ⋯ a3n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

που έχει στήλες τις συντεταγµένες των διανυσµάτων

a⃗1 = (a11, a21, a31), a⃗2 = (a12, a22, a32), ...a⃗n = (a1n, a2n, a3n)
είναι ένα.

a⃗1 ∥ a⃗2, ... ∥ a⃗n ⇔ rank(a⃗1, a⃗2, ..., a⃗n) = 1. (2.2)



5

Παράδειγµα 2.6 Να δειχτεί ότι τα σηµεία A(a1, a2, a3),B(β1, β2, β3) και Γ = (γ1, γ2, γ3) είναι

συνευθειακά, αν και µόνον αν

rank

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
β1 − a1 γ1 − a1
β2 − a2 γ2 − a2
β3 − a3 γ3 − a3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1.

Λύση

Τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά αν και µόνον αν τα διανύσµατα
Ð→
AB,

Ð→
AΓ είναι παράλληλα, δηλαδή αν ο

ϐαθµός του πίνακα που έχει ως στήλες τα
Ð→
AB,

Ð→
AΓ είναι ένα,

rank [Ð→AB,
Ð→
AΓ] = 1.

∆ηλαδή, επειδή
Ð→
AB = (β1 − a1, β2 − a2, β3 − a3) και

Ð→
AΓ = (γ1 − a1, γ2 − a2, γ3 − a3),

αν rank

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
β1 − a1 γ1 − a1
β2 − a2 γ2 − a2
β3 − a3 γ3 − a3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1.

Στο Κεφάλαιο 7 δείχνουµε ότι :

Παρατήρηση 2.3 Τρία διανύσµατα του χώρου

a⃗ = (a1, a2, a3), β⃗ = (β1, β2, β3), γ⃗ = (γ1, γ2, γ3)
είναι γραµµικώς ανεξάρτητα αν και µόνον η ορίζουσα det(a⃗, β⃗, γ⃗), η οποία έχει ως στήλες τις

συντεταγµένες των a⃗, β⃗, γ⃗, είναι διάφορη του µηδενός

det(a⃗, β⃗, γ⃗) ≠ 0.

Εποµένως τα a⃗, β⃗, γ⃗ είναι γραµµικώς εξαρτηµένα αν και µόνον αν

det(a⃗, β⃗, γ⃗) = 0.

Παράδειγµα 2.7 Να εξεταστεί αν κάθε διάνυσµα του χώρου µπορεί να γραφεί ως γραµµικός

συνδυασµός των διανυσµάτων

a⃗ = (1,2,1), β⃗ = (−2,−1,1) και γ⃗ = (1,−1,5).
Λύση
Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων a⃗, β⃗ και γ⃗ προκύπτει

det(a⃗, β⃗, γ⃗) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1

2 −1 −1
1 1 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 21,

οπότε, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.13, τα διανύσµατα a⃗, β⃗ και γ⃗ είναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

`Αρα, κάθε διάνυσµα του χώρου µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός τους.

∎

Είναι εύκολο να ϑυµόµαστε τον τύπο υπολογισµού του εξωτερικού γινόµενο δύο διανυσµάτων

a⃗ = (a1, a2, a3), και β⃗ = (β1, β2, β3) (ϐλ. Ενότητα 4.4) µε τη ϐοήθεια της συµβολικής ορίζουσας

a⃗ × β⃗ =

RRRRRRRRRRRRRR
ê1 ê2 ê3
a1 a2 a3
β1 β2 β3

RRRRRRRRRRRRRR
όπου το ανάπτυγµα νοείται ως προς την πρώτη γραµµή.
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Το µικτό γινόµενο (ϐλ. Ενότητα 4.4) των a⃗ = (a1, a2, a3), β⃗ = (β1, β2, β3), γ⃗ = (γ1, γ2, γ3) είναι ίσο µε

την ορίζουσα det(a⃗, β⃗, γ⃗) του πίνακα που έχει ως στήλες (ή γραµµές) τις συντεταγµένες τους.

a⃗ ⋅ (β⃗ × γ⃗) = det(a⃗, β⃗, γ⃗) =
RRRRRRRRRRRRRR
a1 β1 γ1
a2 β2 γ2
a3 β3 γ3

RRRRRRRRRRRRRR

2.11 Εφαρµογές πινάκων στα οικονοµικά

Παράδειγµα 2.8 Για µία ϐιοµηχανία που παράγει 4 αντικείµενα A1,A2,A3,A4 χρησιµοποιώντας

τις πρώτες ύλες Π1,Π2,Π3 ο πίνακας

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 2 4 3

4 6 3 2

5 3 7 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
περιέχει την ποσότητα από κάθε πρώτη ύλη που απαιτείται για την κατασκευή κάθε αντικειµένου

(mij είναι η ποσότητα σε κιλά της πρώτης ύλης Πi που απαιτείται για την κατασκευή ενός αντικει-

µένου Aj και ο πίνακας

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

33 25 46 39 66

85 67 39 29 78

65 73 37 52 77

69 87 63 59 79

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
περιέχει τον αριθµό παραγόµενων αντικειµένων A1,A2,A3,A4 για κάθε εργάσιµη ηµέρα της

εβδοµάδας (dij είναι ο αριθµός παραγόµενων αντικειµένων A1,A2,A3,A4 την ηµέρα j της εβδο-

µάδας).

Αν οι τιµές ανά κιλό κάθε πρώτης ύλης δίνονται στο διάνυσµα (πίνακα-γραµµή)

T = [ 12,4 26,4 12,2 ]
να ϐρεθούν :

α) Η απαιτούµενη ποσότητα από κάθε πρώτη ύλη για κάθε ηµέρα της εβδοµάδας.

ϐ) Το κόστος των απαιτούµενων πρώτων υλών για κάθε ηµέρα της εβδοµάδας.

Λύση
α) Η απαιτούµενη ποσότητα των πρώτων υλών Π1,Π2,Π3 για κάθε εργάσιµη ηµέρα της εβδοµάδας δίνεται

από το γινοµένο πινάκων E =M ⋅D (eij είναι η απαιτούµενη ποσότητα σε κιλά της πρώτης ύλης Πi την

ηµέρα j της εβδοµάδος)

E =M ⋅D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 2 4 3

4 6 3 2

5 3 7 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

33 25 46 39 66

85 67 39 29 78

65 73 37 52 77

69 87 63 59 79

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
736 762 553 560 899

975 895 655 604 1121

1013 1011 732 764 1261

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Το κόστος των απαιτούµενων πρώτων υλών για κάθε ηµέρα της εβδοµάδας δίνεται από το γινοµένο

πινάκων C = T ⋅E (ci είναι το κόστος των απαιτούµενων πρώτων υλών για την ηµέρα i της εβδοµάδος)

C = T ⋅E = [ 12,4 26,4 12,2 ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

736 762 553 560 899

975 895 655 604 1121

1013 1011 732 764 1261

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= [ 47225 45411 33079,6 32210,4 56126,2 ]
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Παράδειγµα 2.9 Κάποιος επένδυσε 50000 σε 3 τράπεζες µε ετήσια επιτόκια 1,5%,3% και 5%.

Αν ο συνολικός τόκος που ϑα εισπράξει για ένα έτος είναι 1780 και το ποσό που επένδυσε µε 3%

είναι κατά 4000 µεγαλύτερο του ποσού που επένδυσε µε 5%, να ϐρεθούν τα ποσά που επένδυσε

σε κάθε τράπεζα.

Λύση
Αν x, y, z τα ποσά που επένδυσε µε επιτόκιο 1,5%, 3% και 5%,

x + y + z = 50000 (i)
Σε ένα έτος ο τόκος για το ποσό x είναι

1,5

100
x = 0,015x

και για τα y και z

0,03y και 0,05z αντίστοιχα,

οπότε

0,015x + 0,03y + 0,05z = 1780 (ii)
Επίσης, δίνεται ότι

y − z = 4000. (iii)
Οι (i) − (iii), σε µορφή πινάκων γράφονται ως

AX = B,

όπου

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1

0,015 0,03 0,05

0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
50000

1780

4000

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

X = A−1B.

Με τους γνωστούς τρόπους προκύπτει

A−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1,67 −40 −0,4

−0,3 20 0,7

−0,3 20 −0,3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1,67 −40 −0,4

−0,3 20 0,7

−0,3 20 −0,3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
50000

1780

4000

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
7200

23400

19400

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Αρα, τα ποσά που κατέθεσε είναι

x = 7200, y = 23400, z = 19400.

Παράδειγµα 2.10 Ο αριθµός κοµµατιών του προϊόντος Α,Β και Γ που πωλήθηκαν σε ένα κα-

τάστηµα ανά τετράµηνο του τελευταίου έτους και οι αντίστοιχες εισπράξεις δίνονται στον παρα-

κάτω πίνακα

Τετράµηνο Α Β Γ Είσπραξη

Ι 121 95 206 4284

ΙΙ 232 55 68 3820

ΙΙΙ 59 110 45 3500

Να ϐρεθεί η τιµή µονάδας κάθε προϊόντος.

Λύση
Αν x, y, z οι τιµές µονάδας των προϊόντων Α,Β και Γ τότε οι εισπράξεις του πρώτου τετραµήνου από τα 3

αυτά προϊόντα είναι

121x,95y και 206z αντίστοιχα,

οπότε

121x + 95y + 206z = 4264.

΄Οµοια

232x + 55y + 68z = 3820
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και

59x + 110y + 45z = 3500.

Οι 3 αυτές εξισώσεις γράφονται σε µορφή πινάκων ως

AX = B

όπου A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
121 95 206

232 55 68

59 110 45

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4264

3820

3500

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
’ρα,

X = A−1B.

Ο αντίστροφος πίνακας είναι

A−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0,00814 0,029912 −0,00792

0,000524 −0,01092 0,014096

0,009396 −0,01254 −0,00185

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0,00148 0,005452 −0,00144

0,00191 −0,00199 0,011732

0,006605 −0,00228 −0,00456

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4264

3820

3500

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
9,413

25,297

3,601

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Παράδειγµα 2.11 Μία αλυσίδα 4 ξενοδοχείων χρησιµοποιεί τους πίνακες

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

125 182 112

210 150 175

170 220 100

250 170 220

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
50

40

30

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Το aij είναι ο αριθµός διανυκτερεύσεων στο ξενοδοχείου i(i = 1,2,3,4) το τετράµηνο j του έτους

(j = 1,2,3) και β[j] είναι η τιµή διανυκτέρευσης το τετράµηνο j. Να εκφραστεί, συναρτήσει των

Α,Β, ο πίνακας που δίνει την ετήσια είσπραξη κάθε ξενοδοχείου και να ϐρεθεί η συνολική είσπρα-

ξη της αλυσίδας.

Λύση
Η είσπραξη του ξενοδοχείου i είναι

ǫi =
3

∑
j=1

aijβj , i = 1,2,3,4,

οπότε από τον ορισµό του γινοµένου πινάκων προκύπτει ότι ο πίνακας στήλη Ε (4 × 1) των ετήσιων

εισπράξεων των 4 ξενοδοχείων είναι το γινόµενο των πινάκων Α (4 × 3) και Β (3 × 1)

E = AB =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

125 182 112

210 150 175

170 220 100

250 170 220

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
50

40

30

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

16890

21750

20300

25900

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η συνολική είσπραξη της αλυσίδας είναι το άθροισµα των στοιχείων του πίνακα Ε

ΣΕ =
4

∑
i=1

ǫi = 16890 + 21750 + 20300 + 25900 = 84840.
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2.12 Εφαρµογές πινάκων στις διµελείς σχέσεις

Οι διµελείς σχέσεις αποτελούν ένα µαθηµατικό αντικείµενο που ϐρίσκει εφαρµογές σε πολλούς τοµείς

και περιγράφεται µε τη ϐοήθεια πινάκων.

Ορισµός 2.1 Ορίζουµε ως διµελή σχέση R από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β οποιοδήποτε

υποσύνολο του A ×B (σύνολο όλων των Ϲευγών (a,β), όπου a ∈ A και β ∈ B). ∆ηλαδή η R είναι

ένα σύνολο Ϲευγών µε πρώτο στοιχείο ένα στοιχείο του Α και δεύτερο ένα στοιχείο του Β

R = {(x, y), x ∈ A και y ∈ B}
Για παράδειγµα η R = {(1, γ), (2, a), (2, β), (2, δ), (3, a), (3, δ)} (i)

είναι µια διµελής σχέση από το σύνολο

A = {1,2,3} στο B = {a,β, γ, δ}
Ως αντίστροφη R−1 µιας σχέσης R από το A,B ορίζουµε την διµελή σχέση από το Β στο Α

R−1 = {(y,x) ∶ (x, y) ∈ R}
΄Ετσι, για τη σχέση (i) του παραπάνω παραδείγµατος

R−1 = {(γ,1), (a,2), (β,2), (δ, 2), (a,3), (δ, 3)}.
΄Εστω R µια σχέση από το σύνολο Α στο Β και S µια σχέση από το Β στο Γ, τότε ορίζουµε ως σύνθεση

R ○ S των R,S την σχέση

R ○ S = {(a, γ) ∶ υπάρχει β ∈ B µε (a,β) ∈ R και (β, γ) ∈ S}
Παράδειγµα 2.12 Αν A = {1,2,3,4} ,B = {a,β, γ, δ,} και Γ = {x, y, z}
η σχέση R από το A στο B είναι

R = {(1, a), (1, γ), (2, a), (2, β), (3, δ), (4, δ)}
και η σχέση S από το B στο Γ είναι

S = {(β, y), (β, z), (γ, x), (δ, y)}
να ϐρεθεί η σχέση R ○ S από το A στο Γ

Λύση
Σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.20,

R ○ S = {(1, x), (2, y), (2, z), (3, y), (4, y)}
΄Ενας ϐασικός τρόπος παράστασης µιας διµελούς σχέσης R από το σύνολο Α στο Β είναι µε τη ϐοήθεια

ενός n×m µπουλιανού πίνακα R (ϐλ. Ενότητα 2.7), όπου n και m το πλήθος των στοιχείων των συνόλων

Α και Β ως εξής :

Παρατήρηση 2.4 Πίνακα µίας διµελούς σχέσης R λέµε έναν µπουλιανό πίνακα MR

διαστάσεων n ×m, όπου n και m οι πληθικοί αριθµοί του πεδίου ορισµού Df και του συνόλου

τιµών της Rf αντίστοιχα, του οποίου η κάθε γραµµή αντιστοιχεί σε ένα στοιχείο x του Df και η

κάθε στήλη σε ένα στοιχείο y του Rf . Το στοιχείο της γραµµής i και της στήλης j είναι 1

(MR[i, j] = 1) αν τα στοιχεία x και y των Df και Rf που αντιστοιχούν στη γραµµή i και στη στήλη

j συνδέονται µε την R ((x, y) ∈ R) και την τιµή 0 (MR[i, j] = 0) αν τα x και y δεν συνδέονται µε

την R ((x, y) ∉ R).

Για παράδειγµα ο πίνακας της διµελούς σχέσης (i) είναι

MR =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1 0

1 1 0 1

1 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Παράδειγµα 2.13 Να γραφεί η σχέση R από το σύνολο A = {a,β, γ, δ, ǫ} στο B = {1,2,3} της ο-

ποίας ο πίνακας είναι

MR =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

1 0 1

1 0 0

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
Σύµφωνα µε τον ορισµό του πίνακα σχέσης

R = {(a,2), (β,3), (γ, 1), (γ,3), (δ, 1), (ǫ,2), (ǫ, 3)}
Παράδειγµα 2.14 Να ϐρεθεί ο πίνακας της σχέσης R από το A = {2,3,4,5} στο

B = {5,6,7,8,9,10} που ορίζεται ως

(x, y) ∈ R αν το x διαιρεί το y.

Λύση
Σύµφωνα µε τον ορισµό της R,

R = {(2,6), (2,8), (2, 10), (3, 6), (3, 9), (4, 8), (5, 5), (5, 10)}
οπότε ο πίνακας της είναι

MR =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 1 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∎

Από τον ορισµό της αντίστροφης µιας σχέσης και του ορισµού του αντίστροφου πίνακα προκύπτει :

Πρόταση 2.1 Ο πίνακας της αντίστροφης R−1 µιας σχέσης R είναι ο ανάστροφος AT του πίνακα

A της R.

Παράδειγµα 2.15 Να ϐρεθεί ο πίνακας της αντίστροφης της σχέσης R στο σύνολο A ={0,1,2,3} της οποίας τα Ϲεύγη είναι

R = {(0,0), (0,2), (0, 3), (1, 2), (2, 0), (3, 0), (3, 1)}
Λύση
Ο πίνακας της R είναι

MR =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1 1

0 0 1 0

1 0 0 0

1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε ο πίνακας της αντίστροφης της R−1 είναι

MR−1 =M
T
R =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1 1

0 0 0 1

1 1 0 0

1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Πρόταση 2.2 Ο πίνακας της σύνθεσης R1 ○R2 των R σχέσεων R1 και R2 είναι το γινόµενο των

µπουλιανών πινάκων M1,M2 των σχέσεων R1 και R2

M =M1 ⊗M2
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Το άθροισµα δυο µπουλιανών πινάκων A και B ορίζεται ως ο πίνακας Γ µε στοιχεία (ϐλ. Ενότητα 2.7)

Γij = Aij ⊕Bij =max{Aij ,Bij}
Το γινόµενο δυο µπουλιανών πινάκων A και B διαστάσεων n × λ και λ ×m είναι ο µπουλιανός πίνακας

Γ = A⊕B διάστασης n ×m µε στοιχεία (ϐλ. Ενότητα 2.7)

Γij =
λ

max
k=1
{Aik ⋅Bkj}

Παράδειγµα 2.16 Για τα σύνολα

A = {1,2,3,4} , B = {a,β, γ, δ, ǫ} και Γ = {x, y, z}
ορίζουµε τη σχέση R από το Α στο Β ως

R = {(1, a), (1, γ), (1, ǫ), (2, a), (2, β), (3, δ), (4, δ)}
και τη σχέση S από το Β στο Γ

S = {(a, z), (β, y), (β, z), (γ,x), (δ, y), (ǫ, y)}
α) Να ϐρεθούν οι πίνακες των σχέσεων R και S.

ϐ) Να ϐρεθεί η σχέση R ○ S.

Λύση
α) Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.14, οι πίνακες των σχέσεων R και S είναι

MR =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1 0 1

1 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και MS =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 1

1 0 0

0 1 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.13, ο πίνακας της σύνθεσης των R και S είναι

MR○S =MR ⋅MS =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 1 0 1

1 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 1

1 0 0

0 1 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1

0 1 1

0 1 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε η σχέση R ○ S είναι

R ○ S = {(1, x), (1, y), (1, z), (2, y), (2, z), (3, y), (4, y)}.
∎

Ορισµός 2.2 Μια σχέση σε ένα σύνολο Α λέγεται ανακλαστική αν

(a, a) ∈ R, για κάθε a ∈ A

και συµµετρική αν (β,a) ∈ R, όταν (a,β) ∈ R
Από τον ορισµό αυτό προκύπτει ότι

Παρατήρηση 2.5 Μια σχέση είναι ανακλαστική αν όλα τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του

πίνακα της είναι 1 και συµµετρική αν ο πίνακας της είναι συµµετρικός.

Παράδειγµα 2.17 Για τη σχέση του συνόλου A = {a,β, γ, δ, ǫ}
R = {(a, a), (a, δ), (β, β), (β, γ), (γ, β), (γ, γ), (γ, ǫ), (δ, a), (δ, δ), (ǫ, γ)}

α) Να ϐρεθεί ο πίνακας ϐ) Να εξεταστεί αν η R είναι : i) ανακλαστική ii) συµµετρική
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Λύση
α) Ο πίνακας της R είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 1 0

0 1 1 0 0

0 1 1 0 1

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Από τον MR ϕαίνεται ότι :

i) Η R δεν είναι ανακλαστική αφού έχει 0 στην κύρια διαγώνιο (δεν περιέχει το (ǫ, ǫ)).
ii) Η R συµµετρική αφού ο MR είναι συµµετρικός πίνακας.

2.13 Πίνακες µετάβασης

Οι πίνακες µετάβασης περιγράφουν συνοπτικά τη µετάβαση ενός συστήµατος από µια κατάσταση σε µια

άλλη και χρησιµοποιούνται πολύ στις µαρκοβιανές αλυσίδες (ϐλ. Ενότητα 2.6.6).

Ορισµός 2.3 Πίνακα µετάβασης ενός συστήµατος που µπορεί να ϐρεθεί σε n καταστάσεις, οι

οποίες τη χρονική στιγµή k περιγράφονται από το διάνυσµα X(k) (πίνακας στήλη 1 × n), λέµε τον

πίνακα Α n × n, που είναι τέτοιος ώστε

X(k) = AX(k−1).

Με επαγωγή προκύπτει ότι το διάνυσµα κατάστασης του συστήµατος στο τέλος της περιόδου m είναι

X(m) = AmX(0), (2.3)

Στη συνέχεια δίνουµε ένα απλό παράδειγµα, στο οποίο το σύστηµα είναι ένας πληθυσµός που κατανέµεται

σε 4 περιφέρειες.

Παράδειγµα 2.18 Η µετακίνηση πληθυσµών σε µια περίοδο µεταξύ 4 περιφερειών περιγράφεται

από τον παρακάτω πίνακα A(4 × 4) όπου aij είναι το ποσοστό κατοίκων της περιοχής j που

µετακινείται στην περιοχή i (i, j = 1,2,3,4), ενώ το aii είναι το ποσοστό των κατοίκων της

περιοχής i που παραµένουν σε αυτή.

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,81 0,04 0,03 0,01

0,04 0,78 0,10 0,04

0,1 0,12 0,84 0,02

0,05 0,06 0,03 0,93

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Να ϐρεθεί ο πληθυσµός των 4 περιφερειών στο τέλος µίας περιόδου, στην αρχή της οποίας ήταν

π1 = 10000, π2 = 25000, π3 = 18000, π4 = 30000.

ϐ) Να ϐρεθεί ο πληθυσµός των 4 περιφερειών στην αρχή µίας περιόδου, αν στο τέλος περιόδου ο

πληθυσµός ήταν

π′1 = 15000, π′2 = 30000, π′3 = 25000, π′4 = 35000.

γ) Να ϐρεθεί ο πληθυσµός των 4 περιφερειών στο τέλος 4 περιόδων, αν η αρχική κατανοµή του

πληθυσµού στις 4 περιφέρειες ήταν

x1 = 24781, x2 = 50439, x3 = 67201, x4 = 49206.

δ) Αν η κατανοµή του πληθυσµού στο τέλος της 5ης περιόδου είναι

x1 = 38761, x2 = 60489, x3 = 60000, x4 = 53451

να ϐρεθεί η κατανοµή του στην αρχή της πρώτης περιόδου.

Λύση
α) Σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.24, ο πίνακας της κατανοµής του πληθυσµού στο τέλος της πρώτης περιόδου

είναι
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π′ = Aπ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,81 0,04 0,03 0,01

0,04 0,78 0,10 0,04

0,1 0,12 0,84 0,02

0,05 0,06 0,03 0,93

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10000

25000

18000

30000

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

9940

22900

19720

30440

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(i)

∆ηλαδή, ο τελικός πληθυσµός των 4 περιφερειών είναι

π′1 = 9940, π′2 = 22900, π′3 = 19720, π′4 = 30440 .

ϐ) Στην περίπτωση αυτή το διάνυσµα της κατανοµής του πληθυσµού στο τέλος της περιόδου είναι π′ =[15000, 30000, 25000, 35000]T τότε από την (i) προκύπτει

π = A−1π′

Με τον γνωστό τρόπο προκύπτει ότι ο αντίστροφος του πίνακα Α είναι

A−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1,24 −0,06 −0,04 −0,01

−0,04 1,31 −0,15 −0,05

−0,14 −0,18 1,22 −0,02

−0,06 −0,08 −0,03 1,08

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

π =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1,24 −0,06 −0,04 −0,01

−0,04 1,31 −0,15 −0,05

−0,14 −0,18 1,22 −0,02

−0,06 −0,08 −0,03 1,08

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

15000

30000

25000

35000

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

15639

33051

22370

33940

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∆ηλαδή, ο αρχικός πληθυσµός των 4 περιφερειών αν ο τελικός πληθυσµός είναι

π1 = 15639, π2 = 33051, π3 = 22370, π4 = 33940.

γ) Σύµφωνα µε την (2.23), το διάνυσµα της κατανοµής του πληθυσµού στο τέλος της τέταρτης περιόδου

είναι

X(4) = A4X(0) (i)
Με τη ϐοήθεια λογισµικού

A4
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,45 0,1 0,09 0,04

0,13 0,44 0,23 0,11

0,26 0,28 0,56 0,08

0,16 0,18 0,12 0,77

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε η (i) γίνεται

X(4) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,45 0,1 0,09 0,04

0,13 0,44 0,23 0,11

0,26 0,28 0,56 0,08

0,16 0,18 0,12 0,77

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

24781

50439

67201

49206

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

23926

46266

62702

58734

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Εποµένως, ο πληθυσµός των 4 περιφερειών στο τέλος των 4 περιόδων είναι

x1 = 23926, x2 = 46266, x3 = 62702, x4 = 58734.

δ) Επειδή

X(5) = A5X(0) (ii)

A5 = A4A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,45 0,1 0,09 0,04

0,13 0,44 0,23 0,11

0,26 0,28 0,56 0,08

0,16 0,18 0,12 0,77

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,81 0,04 0,03 0,01

0,04 0,78 0,10 0,04

0,1 0,12 0,84 0,02

0,05 0,06 0,03 0,93

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,38 0,11 0,10 0,04

0,15 0,38 0,24 0,13

0,28 0,30 0,51 0,10

0,19 0,21 0,15 0,72

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε, µε τη ϐοήθεια λογισµικού,
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(A5)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3,09 −0,65 −0,27 −0,04

−0,11 4,56 −2,00 −0,53

−1,52 −2,22 3,29 0,03

−0,46 −0,69 −0,02 1,54

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Ετσι, η (ii) δίνει

X(0) = (A5)−1X(5) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3,09 −0,65 −0,27 −0,04

−0,11 4,56 −2,00 −0,53

−1,52 −2,22 3,29 0,03

−0,46 −0,69 −0,02 1,54

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

38761

60489

60000

53451

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

62469

123622

5304

21306

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Εποµένως, ο πληθυσµός των 4 περιφερειών στην αρχή της πρώτης περιόδου ήταν

x1 = 62469, x2 = 123622, x3 = 5304, x4 = 21306.
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2.14 Μπουλιανοί πίνακες

Οι Μπουλιανοί πίνακες (boolean) πίνακες µε στοιχεία 0 ή 1, οι οποίοι χρησιµοποιούνται σε διάφορα

πεδία των µαθηµατικών, όπως στην περιγραφή διµελών σχέσεων (ϐλ. Ενότητα 2.6.9). Οι πράξεις µεταξύ

µπουλιανών πινάκων ορίζονται σύµφωνα µε την άλγεβρα Boole (ϐλ. κεφάλαιο ;).

Ορισµός 2.4 Ορίζουµε ως συµπληρωµατικό του µπουλιανού n×m πίνακα A τον µπουλιανό πίνακα

A′, όπου ένα στοιχείο του είναι 1 αν το αντίστοιχο στοιχείο του πίνακα A είναι 0 και 0 αν το αντίστοιχο

στοιχείο του A είναι 1. ∆ηλαδή,

A′ij = 1 −Aij i = 1,2, . . . , ν, j = 1,2, . . . ,m

Ο συµπληρωµατικός πίνακας του πίνακα A γράφεται ως

A = 1 −A (2.4)

όπου 1 πίνακας µε διαστάσεις τις διαστάσεις του A και όλα τα στοιχεία του µονάδα (1ij = 1, ∀ i =

1,2, . . . , ν, j = 1,2, . . . ,m).

Ορισµός 2.5 Το άθροισµα δυο µπουλιανών n×m πινάκων A και B ορίζεται ως ο n×m πίνακας Γ

µε στοιχεία

Γij = Aij ⊕Bij =max{Aij ,Bij} i = 1,2, . . . , ν, j = 1,2, . . . ,m

Παράδειγµα 2.19

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

1 1

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

0 1

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

1 1

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ορισµός 2.6 Το γινόµενο δυο µπουλιανών πινάκων A και B διαστάσεων n × λ και λ ×m είναι ο

µπουλιανός πίνακας Γ = A⊗B διάστασης n ×m µε στοιχεία

Γij =
λ

max
k=1
{Aik ⋅Bkj} i = 1,2, . . . , ν, j = 1,2, . . . ,m

Από τον ορισµό αυτό προκύπτει οτι :

Παρατήρηση 2.6 Το Γij, i = 1,2, . . . , ν, j = 1,2, . . . ,m είναι 1 αν

∃k, 1 ≤ k ≤ λ ∶ Aik = Bkj = 1

δηλαδή αν υπάρχει k τέτοιο, ώστε το k-στοιχείο της γραµµής i του πίνακα Α καθώς και το k-στοιχείο

της στήλης j του πίνακα Β να είναι 1. Αλλιώς,

Γik = 0

Παράδειγµα 2.20 Το γινόµενο των µπουλιανών πινάκων

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 1

0 1 1

1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

1 0 0

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι
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A⊗B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 1

0 1 1

1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

1 0 0

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
max{1 ⋅ 0,0 ⋅ 1,1 ⋅ 0} max[1 ⋅ 0,0 ⋅ 0,1 ⋅ 1} max{1 ⋅ 1,0 ⋅ 0,1 ⋅ 1}
max{0 ⋅ 0,1 ⋅ 1,1 ⋅ 0} max{0 ⋅ 0,1 ⋅ 0,1 ⋅ 1} max{1 ⋅ 1,0 ⋅ 0,1 ⋅ 1}
max{1 ⋅ 0,0 ⋅ 1,0 ⋅ 0} max{1 ⋅ 0,0 ⋅ 0,0 ⋅ 1} max{1 ⋅ 1,0 ⋅ 0,0 ⋅ 1}

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1

1 1 1

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ορισµός 2.7 Το Hadamard γινόµενο δυο µπουλιανών πινάκων A και B διαστάσεων n×m είναι ο

µπουλιανός πίνακας Γ = A⊙B διάστασης n×m µε στοιχεία τα γινόµενα των αντίστοιχων στοιχείων

των πινάκων A και B.

Γij = Aij ⋅Bij , i = 1,2, . . . , n, j = 1,2, . . . ,m


