
Κεϕάλαιο 7

∆ιανυσµατικοί χώροι

`Ασκηση 7.1

Εϕαρµόζουµε ιδιότητες διανυσµατικών χώρων.
Πολλαπλασιάζοντας την (iii) επί δύο και προσθέτοντας κατά µέλη µε την (ii), προκύπτει

3x⃗ − 3a⃗ + 2y⃗ − 2β⃗ + 4x⃗ + 4a⃗ − 2y⃗ − 2β⃗ = γ⃗ + 2δ⃗,

ή 7x⃗ = −a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗,
οπότε

x⃗ = 1

7
(−a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗) = −1

7
a⃗ + 4

7
β⃗ + 1

7
γ⃗ + 2

7
δ⃗.

΄Ετσι, η (iii) δίνει

y⃗ = 2x⃗ + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗

= 2(−1
7
a⃗ + 4

7
β⃗ + 1

7
γ⃗ + 2

7
δ⃗) + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗

ή y⃗ = 12

7
a⃗ + 1

7
β⃗ + 2

7
γ⃗ − 3

7
δ⃗.
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`Ασκηση 7.2

Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4, v⃗5, v⃗6 είναι

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
1 0 −1 0 0 1
0 0 0 1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η µεγαλύτερη διάσταση τετραγωνικού υποπίνακα του P είναι 5. Το ανάπτυγµα της ορίζουσας του
υποπίνακα του P , που προκύπτει αν παραλείψουµε την τελευταία στήλη του,

P1 =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 −1 0 0
0 0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
ως προς τα στοιχεία της δεύτερης στήλης της προκύπτει

P1 = 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 1
0 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της προκύπτει

P1 = −
RRRRRRRRRRRRRR

1 0 1
0 1 0
1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας τέλος το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της προκύπτει

P1 = −1 ∣
0 1
1 −1 ∣ = −1 ⋅ (−1) = 1 ≠ 0,

οπότε rank(P ) = 5.
Εποµένως,

span (v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4, v⃗5, v⃗6) = R5.
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`Ασκηση 7.3

Τα διανύσµατα αυτά αποτελούν µία ϐάση του R4 αν

detA = 0
όπου A = [ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3, ϵ⃗4]
ο πίνακας των ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3, ϵ⃗4

detA = 0 ⇔

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 k 0
0 1 1 0
1 0 0 λ
0 1 0 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 0 ⇔ 1

RRRRRRRRRRRRRR

1 k 0
0 1 0
1 0 λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ 1λ ∣ 1 k

0 1
∣ = 0 ⇔ λ = 0

Εποµένως, τα διανύσµατα ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3 και ϵ⃗4 αποτελούν µία ϐάση του R4 αν και µόνο αν λ ≠ 0.
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`Ασκηση 7.4

α) i) Ο U γράϕεται
U = {(x, y, z) ∶ 2x + y − z = 0}

= {(x, y, z) ∶ z = 2x + y}

= {(x, y,2x + y), x, y ∈ R}

= {x(1,0,2) + y(0,1,1), x, y ∈ R}

= span [(1,0,2), (0,1,1)]

Τα διανύσµατα u⃗1 = (1,0,2), u⃗2 = (0,1,1) είναι προϕανώς µη παράλληλα, οπότε και γραµµικώς ανεξάρ-
τητα. `Αρα,

dim(U) = 2,

και µια ϐάση του V είναι τα διανύσµατα u⃗1, u⃗2.
ii) Ο V γράϕεται

V = {(x, y, z) ∶ x − y = 0}

= {(x,x, z), x, y ∈ R}

= {x(1,1,0) + z(0,0,1), x, z ∈ R}

= span [(1,0,0), (0,0,1)]

Τα διανύσµατα (1,0,0), (0,0,1) είναι προϕανώς µη παράλληλα, οπότε και γραµµικώς ανεξάρτητα. `Αρα,

dim(V ) = 2,

και µια ϐάση του είναι τα διανύσµατα (1,0,0), (0,0,1).
iii) Αν u⃗ ∈ (U ∩ V ),

u⃗ ∈ A και u⃗ ∈ B,
οπότε

u⃗ = k(1,0,2) + l(0,1,1) και u⃗ =m(1,0,0) + n(0,0,1),
Εποµένως

k(1,0,2) + l(0,1,1)u =m(1,0,0) + n(0,0,1)

ή (k, l,2k + l) = (m,0, n)

ή k =m, l = 0, 2k + l = n.

Από το σύστηµα αυτό εύκολα προκύπτει ότι

m = k, l = 0, n = 2k
οπότε

u⃗ = (k,0,2k) = k(1,0,2), k ∈ R.
Εποµένως,

U ∩ V = {k(1,0,2), k ∈ R} = span(1,0,2).

`Αρα,
dim(U ∩ V ) = 1

και µία ϐάση του U ∩ V είναι το διάνυσµα (1,0,2).

ϐ) i) Επεκτείνουµε την ϐάση u⃗1 = (1,0,2), u⃗2 = (0,1,1) του U σε ϐάση του R3 προσθέτοντας το διάνυσµα
u⃗3 = (1,0,0).
Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων u⃗1, u⃗2, u⃗3 είναι

RRRRRRRRRRRRRR

1 0 1
0 1 0
2 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 0 1

2 1
∣ = −2 ≠ 0,
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οπότε τα u⃗1, u⃗2, u⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.
`Αρα, ένας συµπληρωµατικός του διανυσµατικού υποχώρου U είναι ο

U ′ = span(u⃗3) = span(1,0,0).

ii) Επεκτείνουµε τη ϐάση a⃗1 = (1,0,2) του U ∩ V σε ϐάση του R3 προσθέτοντας τα διανύσµατα a⃗2 =
(0,1,0) και a⃗3 = (0,0,1).
Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων a⃗1, a⃗2, a⃗3 είναι

RRRRRRRRRRRRRR

1 0 0
0 1 0
2 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 1 0

0 1
∣ = 1 ≠ 0

οπότε τα a⃗1, a⃗2, a⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.
`Αρα, ένας συµπληρωµατικός του διανυσµατικού υποχώρου U ∩ V είναι ο

(U ∩ V )′ = span(a⃗2, a⃗3) = span [(0,1,0), (0,0,1)].
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`Ασκηση 7.5

Θέτοντας z = k, το σύστηµα γίνεται

x − 4y = −3k

x + 3y = 2k

Αϕαιρώντας τις εξισώσεις αυτές κατά µέλη προκύπτει

3y − (−4y) = 2k − (−3k) ⇔ 7y = 5k ⇔ y = 5k

7
οπότε

x = 4y − 3k = 45k
7
− 3k = −1

7
k

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι το σύνολο

A = {(x, y, z) ∶ x = −1
7
k, y = 5

7
k, z = k, k ∈ R}

το οποίο είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3 διάστασης 1.
Μία ϐάση του είναι το (ϑέτουµε k = 7)

v⃗1 = (−1,5,7)
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`Ασκηση 7.6

Το άθροισµα των διανυσµατικών υποχώρων Α και Β είναι το γραµµικό περίβληµα των διανυσµάτων
v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4

A +B = span(v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4).

Υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα P των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4 αναπτύσσοντας την ως προς τα
στοιχεία της τελευταίας γραµµής της.

∣P ∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1 0 1 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 1
RRRRRRRRRRRRRR

−1 0 1
0 1 0
1 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 0 1

1 1
∣ = −1 ≠ 0,

οπότε
rank(P ) = 4.

΄Αρα τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε

dim(A +B) = 4.
Εποµένως,

A +B = R4.
Ισχύει

dim(A ∩B) = dimA + dimB − dim(A +B) = 2 + 2 − 4 = 0,

οπότε
dim(A ∩B) = {0⃗}.

Εποµένως,
A⊕B = R4.
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`Ασκηση 7.7

Για κάθε v⃗1 = (x1, y1, z1) και v⃗2 = (x2, y2, z2) του A ισχύει

z1 = x1 − y1 και z2 = x2 − y2
οπότε

v⃗1 + v⃗2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

= (x1 + x2, y1 + y2, x1 − y1 + x2 − y2)

= (x1 + x2, y1 + y2, x1 + x2 − (y2 + y1))

= (x, y, x − y), x, y ∈ R
’ρα v⃗1 + v⃗2 ∈ A
Επίσης, για κάθε λ ∈ R και v⃗1 = (x1, y1, z1) του A ισχύει

λv⃗1 = λ(x1, y1, x1 − y1) = (λx1, λy1, λx1 − λy1)

= (x, y, x − y), x, y ∈ R
οπότε λv⃗1 ∈ A
Εποµένως, το A είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3.
Ο A γράϕεται

A = {(x, y, x − y) = x(1,0,1) + y(0,1,−1), x, y ∈ R

= span{(1,0,1), (0,1,−1)}
οπότε dim(A) = 2
και µία ϐάση του είναι τα διανύσµατα

v⃗1 = (1,0,1) και v⃗2 = (0,1,−1)
Θεωρώντας το διάνυσµα v⃗3 = (1,0,0) η ορίζουσα του πίνακα B των v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι

det(B) =
RRRRRRRRRRRRRR

1 0 1
0 1 0
1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= ∣ 1 1

1 0
∣ = −1 ≠ 0,

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 αποτελούν µία ϐάση του R3.
Εποµένως, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του A είναι ο

A′ = spanv⃗3 = {k(1,0,0) = (k,0,0), k ∈ R}
Ο V δεν είναι διανυσµατικός υποχώρος, διότι υπάρχουν

v⃗1 = (x1, x31, z1) και v⃗2 = (x2, x32, z2)
µε v⃗1 + v⃗2 = (x1 + x2, x31 + x32, z1 + z2)
όπου x31 + x32 ≠ (x1 + x2)3

οπότε, υπάρχουν v⃗1, v⃗2 ∈ V µε (v⃗1 + v⃗2) ∉ V.
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`Ασκηση 7.8

α) Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 −1
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει 3 × 3 µη µηδενική υποορίζουσα

RRRRRRRRRRRRRR

1 0 0
0 1 0
0 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0,

οπότε
rank(A) = 3.

Εποµένως, τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του Α και

dim(A) = 3.

Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗4, v⃗5, v⃗6

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0
0 0 1
0 0 1
0 0 1
1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει 3 × 3 µη µηδενική υποορίζουσα

RRRRRRRRRRRRRR

0 1 0
0 0 1
1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= ∣ 1 0

0 1
∣ = 1 ≠ 0,

οπότε rank(B) = 3.

Εποµένως, τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του Β και

dim(B) = 3.

Ισχύει
A +B = span (v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4, v⃗5, v⃗6).

Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v2, v3, v⃗4, v5, v6 είναι

P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
1 0 −1 0 0 1
0 0 0 1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η µεγαλύτερη διάσταση τετραγωνικού υποπίνακα του P είναι 5. Το ανάπτυγµα της ορίζουσας

P1 =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 −1 0 0
0 0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
του υποπίνακα του P , που προκύπτει αν παραλείψουµε την τελευταία στήλη του, ως προς τα στοιχεία
της δεύτερης στήλης της προκύπτει
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P1 = 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 1
0 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της προκύπτει

P1 = −
RRRRRRRRRRRRRR

1 0 1
0 1 0
1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας τέλος το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της προκύπτει

P1 = −1 ∣
0 1
1 −1 ∣ = −1 ⋅ (−1) = 1 ≠ 0,

οπότε
rank(P ) = 5.

Εποµένως dim(A +B) = 5,

οπότε A +B = R5.

Ισχύει

dim(A ∩B) = dim(A) + dim(B) − dim(A +B) = 3 + 3 − 5 = 1,

οπότε το A +B δεν είναι ευθύ άθροισµα.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 11

`Ασκηση 7.10

α) Παρατηρούµε ότι
v3 = v1 + v2

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.
Τα v⃗1, v⃗2 είναι µη παράλληλα (διότι v⃗1 ≠ kv⃗2, k ∈ R), άρα και γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µια
ϐάση του V και

V = span(v⃗1, v⃗2).

Επίσης τα u⃗1, u⃗2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (διότι u⃗1 ≠ ku⃗2, k ∈ R), οπότε

U = span(u⃗1, u⃗2).
Εποµένως

dim(U + V ) = rank(A),
όπου

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 1 4
−2 −1 1 −2
3 4 2 9
−1 5 3 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, u⃗1, u⃗2.
Επειδή

∣A∣ = 0 και

RRRRRRRRRRRRRR

1 2 1
−2 −1 1
3 4 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 3 ≠ 0,

rank(A) = 3,
οπότε

dim(U + V ) = 3

και µια ϐάση του U + V είναι τα διανύσµατα (αντιστοιχούν στην παραπάνω µη µηδενική ορίζουσα).

u⃗1 = (1,−2,3,−1), u⃗2 = (2,−1,4,5), v⃗1 = (1,1,2,3).

ϐ) Από την εξίσωση διάστασης προκύπτει ότι

dim(U ∩ V ) = dim(U) + dim(V ) − dim(U + V ) = 2 + 2 − 3 = 1.

γ) Το U + V δεν είναι ευθύ άθροισµα, διότι U ∩ V ≠ {0⃗} (αϕού dim(U ∩ V ) ≠ 0).
δ) Αν a⃗ ∈ (U ∩ V ),

a⃗ ∈ U και a⃗ ∈ V ,
οπότε

a⃗ = ku⃗1 + lu⃗2 και u⃗ =mv⃗1 + nv⃗2,

ή k(1,−2,3,−1) + l(2,−1,4,5)u =m(1,1,2,3) + n(4,−2,9,7)

ή (k + 2l,−2k − l,3k + 4l,−k + 5l) = (m + 4n,m − 2n,2m + 9n,3m + 7n)
οπότε

k + 2l = m + 4n
−2k − l = m − 2n
3k + 4l = 2m + 9n
−k + 5l = 3m + 7n

Προκύπτει λοιπόν το οµογενές σύστηµα

k + 2l −m − 4n = 0
−2k − l −m + 2n = 0
3k + 4l − 2m − 9n = 0
−k + 5l − 3m − 7n = 0

του οποίου ο πίνακας
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A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −1 −4
−2 −1 −1 2
3 4 −2 −9
−1 5 −3 −7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει ορίζουσα ∣A∣ = 0 και

rank(A) = 3
οπότε ϐρίσκουµε, σύµϕωνα µε την πρότ. 3.15 και 3.13, τους τρεις αγνώστους (π.χ k, l,m) συναρτήσει
του τετάρτου (n),

k = n, l = n, m = −n.
Εποµένως,

U ∩ V = {(n,n,−n,n)} = {n(1,1,−1,1), n ∈ R} = span(1,1,−1,1).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 13

`Ασκηση 7.11

Λύση
α) Ο ϐαθµός του πίνακα

A = [v⃗1, v⃗2, v⃗3] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 0
3 2 7
1 3 7
1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 2, διότι όλες οι 3 × 3 υποορίζουσές του είναι µηδέν και υπάρχει µη µηδενική 2 × 2 υποορίζουσα,
οπότε

dim(V1) = 2
και

V1 = span(v⃗1, v⃗2) = span [(2,3,1,1), (−1,2,3,−1)].
Επίσης

V2 = {(x1, x2, x3, x4) ∶ x1 = x2 − x3}

= {(x2 − x3, x2, x3, x4), x1, x2, x3, x4 ∈ R}

= {x2(1,1,0,0) + x3(−1,0,1,0) + x4(0,0,0,1), x1, x2, x3, x4 ∈ R}

= span [(1,1,0,0), (−1,0,1,0), (0,0,0,1)]
Για να είναι V1 ⊆ V2 πρέπει

v⃗1 ∈ V2 και v⃗2 ∈ V2.

v⃗1 ∈ V2 ⇔ (2,3,1,1) = k(1,1,0,0) + λ(−1,0,1,0) +m(0,0,0,1)

⇔ (k − λ, k, λ,m) = (2,3,1,1)

⇔ k − λ = 2, k = 3, λ = 1, m = 1

⇔ k = 3, λ = 1, m = 1
οπότε

v⃗1 ∈ V2.

v⃗2 ∈ V2 ⇔ (−1,2,3,−1) = k(1,1,0,0) + λ(−1,0,1,0) +m(0,0,0,1)

⇔ (k − λ, k, λ,m) = (−1,2,3,−1)

⇔ k − λ = −1, k = 2, λ = 3, m = −1

⇔ k = 2, λ = 3, m = −1
οπότε

v⃗2 ∈ V2.
Εποµένως

V1 ⊆ V2.
ϐ) Επεκτείνουµε την ϐάση v⃗1 = (2,3,1,1), v⃗2 = (−1,2,3,−1) του V1 σε ϐάση του R4 προσθέτοντας τα
διανύσµατα

v⃗4 = (1,0,0,0) και v⃗5 = (0,1,0,0).

Η ορίζουσα του πίνακα των v⃗1, v⃗2, v⃗4, v⃗5 είναι

∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

2 −1 1 0
3 2 0 1
1 3 0 0
1 −1 0 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −4 ≠ 0

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗4, v⃗5 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R4.
Εποµένως, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του V1 είναι ο
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V ′1 = span(v⃗4, v⃗5) = span [(1,0,0,0), (0,1,0,0)].
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`Ασκηση 7.13

α) Ο ϐαθµός του πίνακα

A = [v⃗1, v⃗2, v⃗3] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 1
1 3 −4
3 1 −2
2 2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

είναι 2, διότι όλες οι 3 × 3 ορίζουσές του είναι µηδέν και υπάρχει µη µηδενική 2 × 2 υποορίζουσα, οπότε

dim(V ) = 2

και

V = span(v⃗1, v⃗2) = span [(1,1,3,2), (−1,3,1,2)].

Για να είναι u⃗ ∈ V πρέπει

v⃗ = xv⃗1 + yv⃗2, x, y ∈ R

ή (0, k, l,m) = x(1,1,3,2) + y(−1,3,1,2)

ή (0, k, l,m) = (x − y, x + 3y,3x + y,2x + 2y).

Πρέπει λοιπόν να έχει λύση ως προς x, y το σύστηµα

x − y = 0
x + 3y = k
3x + y = l

2x + 2y = m

Ο πίνακας του συστήµατος αυτού είναι

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1
1 3
3 1
2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και ο επαυξηµένος

A∣B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0
1 3 k
3 1 l
2 2 m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Επειδή

rank(A) = 2

πρέπει

rank(A∣B) = 2

οπότε πρέπει όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του A∣B να είναι µηδέν, δηλαδή



16 §

A1 =
RRRRRRRRRRRRRR

1 −1 0
1 3 k
3 1 l

RRRRRRRRRRRRRR

= 1 ∣ 3 k
1 l

∣ − (−1) ∣ 1 k
3 l

∣

= −4k + 4l = 0

⇔ l = k

A2 =
RRRRRRRRRRRRRR

1 −1 0
1 3 k
2 2 m

RRRRRRRRRRRRRR

= 1 ∣ 3 k
2 m

∣ − (−1) ∣ 1 k
2 m

∣

= 4m − 4k = 0

⇔ m = k

A3 =
RRRRRRRRRRRRRR

1 −1 0
3 1 l
2 2 m

RRRRRRRRRRRRRR

= 1 ∣ 1 l
2 m

∣ − (−1) ∣ 3 l
2 m

∣

= 4m − 4l = 0

⇔ m = l

A4 =
RRRRRRRRRRRRRR

1 3 k
3 1 l
2 2 m

RRRRRRRRRRRRRR

= 1 ∣ 1 l
2 m

∣ − 3 ∣ 3 l
2 m

∣ + k ∣ 3 1
2 2

∣

= −8m + 4l + 4k = 0
Οι τρείς πρώτες εξισώσεις δίνουν

m = l = k
και η τέταρτη αληθεύει για τις τιµές αυτές, οπότε οι Ϲητούµενες συνθήκες είναι

m = l = k
ϐ) Το σύνολο

U = {(0, k, l,m)} = {(0, k, k, k), k ∈ R} = span(0,1,1,1)

είναι διανυσµατικός υποχώρος του R4 και µια ϐάση του είναι το διάνυσµα (0,1,1,1).
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`Ασκηση 7.14

α) Ο U1 γράϕεται

U1 = {(x, y, z) ∶ z = −x − y} = {(x, y,−x − y), x, y ∈ R}

= {x(1,0,−1) + y(0,1,−1), x, y ∈ R}

= span{(1,0,−1), (0,1,−1)}
οπότε dim(U1) = 2
και µία ϐάση του U1 είναι τα διανύσµατα

u⃗1 = (1,0,−1) και u⃗2 = (0,1,−1)
Ο U2 γράϕεται

U2 = {( z
m
,
z

m
, z), z ∈ R} = { z

m
(1,1,m), z ∈ R}

= span{(1,1,m)}
οπότε dim(U2) = 1
και µία ϐάση του U2 είναι το διάνυσµα

u⃗3 = (1,1,m)
΄Εστω u⃗ ∈ U1 ∪U2, οπότε

u⃗ ∈ U1 και u⃗ ∈ U2

΄Ετσι,
u⃗ = k(1,0,−1) + λ(0,1,−1)

και
u⃗ = p(1,1,m)

οπότε
k(1,0,−1) + λ(0,1,−1) = p(1,1,m)

ή (k, λ,−k − λ) = (p, p, pm)
΄Ετσι, προκύπτουν οι σχέσεις

k = p

λ = p

−k − λ = pm

Αντικαθιστώντας από τις δύο πρώτες εξισώσεις στην τρίτη παίρνουµε

−p − p = pm ⇔ p(m + 2) = 0
Η σχέση αυτή για m ≠ −2 αληθεύει για p = 0, αλλά τότε

k = λ = 0
οπότε στην περίπτωση αυτή u⃗ = 0 και

U1 ∩U2 = 0⃗
Αν m = −2, το σύστηµα ως προς k, λ και p έχει τις λύσεις

K = p, λ = p, p ∈ R
οπότε στην περίπτωση αυτή (m = −2).

U1 ∩U2 = span(u⃗3) = span(1,1,−2)
Υπολογίζουµε τον ϐαθµό του πίνακα B των διανυσµάτων u⃗1, u⃗2 και u⃗3,

B = [u⃗1 u⃗2 u⃗3] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1
0 1 1
−1 −1 m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Η ορίζουσα του B είναι

det(B) = ∣ 1 1
−1 m

∣ − 1 ∣ 0 1
1 1

∣ =m + 1 + 1 =m + 2

’ρα, αν m + 2 ≠ 0 ⇔ m ≠ −2
det(B) ≠ 0

και rank(B) = 3
οπότε στην περίπτωση αυτή τα u⃗1, u⃗2 και u⃗3, είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µία ϐάση του
R3.
Εποµένως, αν m ≠ −2,

U1 +U2 = R3

∆είξαµε επίσης ότι

U1 ∩U2 = 0⃗
οπότε στην περίπτωση αυτή (m ≠ −2) το άθροισµα U1 +U2 είναι ευθύ,

U1 ⊕U2 = R3

Στην περίπτωση m = −2,
rank(B) = 2,

οπότε τα διανύσµατα u⃗1, u⃗2 και u⃗3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα

rank(U1 +U2) = rank(B) = 2
Στην περίπτωση αυτή (m = −2) µία ϐάση του U1 +U2 είναι τα u⃗1, u⃗2 (που είναι γραµµικώς ανεξάρτητα).
Εποµένως, για m = −2,

U1 +U2 = U1

ϐ) Σύµϕωνα µε το (α),

U1 ⊕U2 = R3

αν και µόνο αν m ≠ −2
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`Ασκηση 7.15

α) Για να είναι V1 ⊆ V2 πρέπει

a⃗ ∈ V2 και β⃗ ∈ V2.

a⃗ ∈ V2 ⇔ (3,−1,1,1) = k(2,−1,2,0) + λ(1,0,−1,1)

⇔ (2k + λ,−k,2k − λ,λ) = (3,−1,1,1)

⇔ 2k + λ = 3, −k = −1, 2k − λ = 1, λ = 1

⇔ k = 1, λ = 1
οπότε

a⃗ ∈ V2.

β⃗ ∈ V2 ⇔ (4,−1,0,2) = k(2,−1,2,0) + λ(1,0,−1,1)

⇔ (2k + λ,−k,2k − λ,λ) = (4,−1,0,2)

⇔ 2k + λ = 4, −k = −1, 2k − λ = 0, λ = 2

⇔ k = 1, λ = 2
οπότε

β⃗ ∈ V2.

Εποµένως
V1 ⊆ V2.

ϐ) Επειδή ο V1 είναι διανυσµατικός υποχώρος του V 2 και
dim(V1) = dim(V2),

ισχύει
V1 = V2.
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`Ασκηση 7.16

α) i)
V1 + V2 = span(a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗).

Ο πίνακας των a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗

A = [a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 1 2 0
3 3 −1 −1
8 4 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει ϐαθµό 3, διότι υπάρχει µη µηδενική 3 × 3 υποορίζουσα του, π.χ των τριών πρώτων στηλών
(det ([a⃗, β⃗, γ⃗]) ≠ 0), οπότε

dim(V1 + V2) = rank(A) = 3,
Εποµένως,

V1 + V2 = R3.

ii) Από την εξίσωση διάστασης προκύπτει

dim(V1 ∩ V2) = dim(V1) + dim(V2) − dim(V1 + V2) = 2 + 2 − 3 = 1,

οπότε το άθροισµα των V1, V2 δεν είναι ευθύ.
ϐ) i) Επειδή τα a⃗, β⃗, γ⃗ είναι ϐάση του R3, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του V1 =
span(a⃗, β⃗) είναι ο

V ′1 = span(γ⃗) = span(2,−1,2).

ii) Θεωρώντας ϵ⃗ = (1,0,0),

det ([γ⃗, δ⃗, ϵ⃗]) =
RRRRRRRRRRRRRR

2 0 1
−1 −1 0
2 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0,

οπότε τα γ⃗, δ⃗, ϵ⃗ είναι ϐάση του R3. Εποµένως, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του
V3 = span(γ⃗, δ⃗) είναι ο

V ′2 = span(ϵ⃗) = span(1,0,0).
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`Ασκηση 7.17

α) Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3 ως προς την ϐάση v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι

∣P ∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 1 −1
−1 1 1
1 0 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 ≠ 0

οπότε τα ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.
ϐ) Ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση v⃗1, v⃗2, v⃗3 στην ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3 είναι ο P , οπότε για τα διανύσµατα
(x1, x2, x3) του R3 που έχουν ίδιες συντεταγµένες ως προς τις δύο ϐάσεις ισχύει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= P
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ή (I − P )
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1
−1 1 1
1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 1
1 0 −1
−1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−x2 + x3
x1 − x3
−x1 + x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι, προκύπτει το σύστηµα

−x2 + x3 = 0
x1 − x3 = 0
−x1 + x3 = 0

το οποίο έχει τις λύσεις
x1 = x2 = x3

`Αρα τα διανύσµατα του R3 που έχουν ίδιες συντεταγµένες ως προς τις δύο ϐάσεις είναι τα

{(k, k, k), k ∈ R} = span(1,1,1).
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`Ασκηση 7.18

α) Η ορίζουσα του πίνακα του συστήµατος αυτού είναι (ανάπτυγµα ως προς την τρίτη γραµµή της)

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

a − 1 a − 1 0
0 a a

a2 − a 0 a2 − a

RRRRRRRRRRRRRR

= (a2 − a) ∣ a − 1 0
a a

∣ + (a2 − a) ∣ a − 1 a − 1
0 a

∣

= (a2 − a)a(a − 1) + (a2 − a)a(a − 1)

= 2a2(a − 1)2
οπότε

∣A∣ = 0 ⇔ 2a2(a − 1)2 ⇔ a = 0, a = 1.

Εποµένως:
▸ Για a ≠ 0 και a ≠ 1, το σύστηµα έχει τη µοναδική λύση

x = ∣Ax∣
∣A∣
= 1

∣A∣

RRRRRRRRRRRRRR

1 − a a − 1 0
2(a − 1) a a

0 0 a2 − a

RRRRRRRRRRRRRR

= (a − 1)2a(2 − 3a)
2a2(a − 1)2

= 2 − 3a
2a

y =
∣Ay ∣
∣A∣
= 1

∣A∣

RRRRRRRRRRRRRR

a − 1 1 − a 0
0 2(a − 1) a

a2 − a 0 a2 − a

RRRRRRRRRRRRRR

= a(a − 1)2(a − 2)
2a2(a − 1)2

= a − 2
2a

z = ∣Az ∣
∣A∣
= 1

∣A∣

RRRRRRRRRRRRRR

a − 1 a − 1 1 − a
0 a 2(a − 1)

a2 − a 0 0

RRRRRRRRRRRRRR

= a(a − 1)2(3a − 2)
2a2(a − 1)2

= 3a − 2
2a▸ Για a = 0 το σύστηµα γίνεται

−x − y = 1
0y + 0z = −2
0x + 0z = 0

και είναι προϕανώς αδύνατο.
▸ Για a = 1 το σύστηµα γίνεται

0x + 0y = 0
y + z = 0

0x + 0z = 0
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ή y = −z

οπότε έχει λύσεις (x = k, z = λ)

ή
{(x, y, z) = (k,−λ,λ)} = {k(1,0,0) + λ(0,−1,1), k, λ ∈ R}

= span [(1,0,0), (0,−1,1)]
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`Ασκηση 7.19

α)
A = {(x, y, z) ∶ x − y = 0, y − z = 0}

= {(x, y, z) ∶ x = y = z}

= {(z, z, z)}

= {k(1,1,1), k ∈ R}

= span(1,1,1)
οπότε ο Α είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3

dim(A) = 1

και µία ϐάση του Α είναι το διάνυσµα (1,1,1).

B = {(x, y, z) ∶ x + y + z = 0}

= {(x, y, z) ∶ x = −y − z}

= {(−y − z, y, z)}

= {y(−1,1,0) + z(−1,0,1), y, z ∈ R}

= span [(−1,1,0), (−1,0,1)] ,

οπότε ο Α είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3.
Τα διανύσµατα (−1,1,0), (−1,0,1) είναι προϕανώς µη παράλληλα, άρα και γραµµικώς ανεξάρτητα,
οπότε

dim(B) = 2

και µία ϐάση του Β είναι τα διανύσµατα (−1,1,0), (−1,0,1).

ϐ)
A +B = span [(1,1,1), (−1,1,0), (−1,0,1)].

Επειδή

A =
RRRRRRRRRRRRRR

1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 3 ≠ 0

τα διανύσµατα (1,1,1), (−1,1,0), (−1,0,1) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε

dim(A +B) = rank [(1,1,1), (−1,1,0), (−1,0,1)] = 3 .
`Αρα,

A +B = R3.

Από την εξίσωση διάστασης προκύπτει

dim(A ∩B) = dim(A) + dim(B) − dim(A +B) = 2 + 1 − 3 = 0,
οπότε

A ∩B = {0⃗}
και

A⊕B = R3.


