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13.8 Τελεστής χρονικής εξέλιξης του σπιν ενός σωµατιδίου

Από τα αξιώµατα της κβαντικής (ϐλ. Ενότητα 12.5, στην ιστοσελίδα) και µε τη ϐοήθεια της εκθετικής
συνάρτησης πίνακα προκύπτει ότι :

Παρατήρηση 13.9 Το διάνυσµα σπιν ενός σωµατιδίου που κινείται µέσα σε µαγνητικό πεδίο
B⃗ = B0n̂ (στην κατεύθυνση n̂) τη χρονική στιγµή t προκύπτει µε τη ϐοήθεια του τελεστή χρονικής
εξέλιξης

Û(t) = e−icBσ̂nt, c σταθερά,

που ορίζεται (ϐλ. Ενότητα 12.8) ως συνάρτηση του τελεστή σn της προβολής του σπιν στην
διεύθυνση του µοναδιαίου διανύσµατος n̂ (ϐλ. Παράδειγµα 12.20), ως εικόνα αυτού του αρχικού
διανύσµατος σπιν του σωµατιδίου X0

X(t) = Û(t)X0 = e−icBσ̂ntX0. (13.1)

Εκϕράζοντας την X0 ως γραµµικό συνδυασµό

X0 = kXn+ +mXn−

των ιδιοδιανυσµάτων Xn± του σ̂n, η (13.1) γίνεται

X(t) = e−iaBσ̂nt (kXn+ +mXn−) = ke−icBtXn+ +me−icB(−1)tXn−

Παράδειγµα 13.55 Ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ = B0ẑ0. Αν την χρονική
στιγµή t = 0 το διάνυσµα σπιν του είναι

X0 =
1√
2
[ 1
1
]

να ϐρεθούν για κάθε χρονική στιγµή :
α) η µέση τιµή ⟨σ̂z⟩.
ϐ) η πιθανότητα το σπιν του ηλεκτρονίου να ϐρεθεί παράλληλο µε τον άξονα +y.
Λύση
Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 13.9,

X(t) = e−icB0σ̂ztX0 (i)
Το e−icB0σ̂ztX0 υπολογίζεται εύκολα αν εκϕράσουµε την X0 ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυ-
σµάτων του σ̂z,

X0 = aX+ + βX−
Αντικαθιστώντας στη σχέση αυτή τις X0,X+,X− παίρνουµε

1√
2
[ 1
1
] = a [ 1

0
] + β [ 0

1
] ή

1√
2
[ 1
1
] = [ a

β
] ή a = β = 1√

2

Ετσι, η (i), λόγω και του ότι οι X+,X− είναι ιδιοδιανύσµατα του σ̂z για τις ιδιοτιµές 1 και -1, γινεται

X(t) = e−icB0σ̂zt [ 1√
2
X+ +

1√
2
X−] =

1√
2
e−icB0σ̂ztX+ +

1√
2
e−icB0σ̂ztX−

= 1√
2
e−icB01tX+ +

1√
2
e−icB0(−1)tX−

= 1√
2
e−icB0t [ 1

0
] + 1√

2
eicB0t [ 0

1
] = 1√

2
[ e−icB0t

eicB0t ]

(α) Η µέση τιµή του τελεστή σ̂z την χρονική στιγµή t είναι

⟨σ̂z⟩ (t) = 2Pz+(t) − 1 (iii)
όπου Pz+(t), η πιθανότητα της ιδιοτιµής 1 την χρονική στιγµή τ, η οποία είναι ίση µε το τετράγωνο του
πάνω στοιχείου του διανύσµατος σπιν, X(t).
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Pz+(t) = ∣
1√
2
e−icB0t∣

2

= 1

2

οπότε η (iii) δίνει

⟨σ̂z⟩ (t) =
1

2
h̵(21

2
− 1) = 0

ϐ) Η πιθανότητα, Py+, να ϐρεθεί το σπιν παράλληλο µε τον ηµιάξονα +y είναι

Py+ = ∣⟨X(t),Xy+⟩∣2 (iv)

όπου Xy+ =
1√
2
[ 1

i
]

το ιδιοδιάνυσµα του σ̂y που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1.

⟨X(t),Xy+⟩ =X∗(t)Xy+ =
1√
2
[eicB0t e−icB0t] 1

2
√
2
[ 1

i
] = 1

2
[eicB0t + ie−icB0t].

Η (iv) λοιπόν δίνει

Py+ = ∣eicB0t + ie−icB0t∣2 = [eicB0t + ie−icB0t] [e−icB0t − ieicB0t]

= (1 − ie2icB0t + ie−2icB0t + 1) = {2 − i(e2icB0t − e−2icB0t)}

= 2 − i(2i) sin(2cB0t) = 1 − sin(2cB0t)

΄Ασκηση 13.1 Ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται σε µαγνητικό πεδίο

B⃗ = B0ẑ0.

Αν τη στιγµή t = 0 το σπιν του είναι παράλληλο µε τον ηµιάξονα +x, να ϐρεθούν για κάθε
χρονική στιγµή :
α) Οι µέσες τιµές ⟨σ̂x⟩ , ⟨σ̂y⟩ , ⟨σ̂z⟩.
ϐ) Οι πιθανότητες το σπιν του να ϐρεθεί παράλληλο µε τον :
i) ηµιάξονα +y, ii) ηµιάξονα −z, iii) ηµιάξονα −x.

Λύση
Επειδή το σπιν του ηλεκτρονίου τη χρονική στιγµή t = 0 είναι παράλληλο µε τον άξονα +x, το αρχικό του
διάνυσµα σπιν X0 είναι το ιδιοδιάνυσµα του σ̂x γιά την ιδιοτιµή 1,

X0 =
1√
2
[ 1
1
]

Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 13.3, το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου τη χρονική στιγµή t, X(t), είναι
X(t) = e−icB0σ̂ztX0 (ii)

Το e−icB0σ̂ztX0 υπολογίζεται εύκολα αν γράψουµε την X0 ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων
του σ̂z,

X0 = aX+ + βX−

Αντικαθιστώντας στη σχέση αυτή τις X0,X+,X− παίρνουµε

1√
2
[ 1
1
] = a [ 1

0
] + β [ 0

1
] ή

1√
2
[ 1
1
] = [ a

β
]

ή a = β = 1√
2

Ετσι η (ii), λόγω και του ότι οι X+,X− είναι ιδιοδιανύσµατα του σ̂z γιά τις ιδιοτιµές 1 και -1, γινεται
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X(t) = e−icB0σ̂zt [ 1√
2
X+ +

1√
2
X−] =

1√
2
e−icB0σ̂ztX+ +

1√
2
e−icB0σ̂ztX−

= 1√
2
e−icB01tX+ +

1√
2
e−icB0(−1)tX− =

1√
2
e−icB0t [ 1

0
] + 1√

2
eicB0t [ 0

1
]

= 1√
2
[ e−icB0t

eicB0t ]

α) Η µέση τιµή του τελεστή σ̂x είναι

⟨σ̂x⟩ = ⟨X(t), σ̂xX(t)⟩ (iii)
Υπολογίζουµε το αποτέλεσµα της δράσης του σ̂x στη X(t)

σ̂xX(t) = [
0 1
1 0

] 1√
2
[ e−icB0t

eicB0t ] =
1√
2
[ e−icB0t

eicB0t ]

οπότε η (iii) γίνεται

⟨σ̂x⟩ = X+(t)σ̂xX(t) = ⟨σ̂x⟩ =
1√
2
[eicB0t e−icB0t] 1√

2
[ eicB0t

e−icB0t ]

= 1

2
[e2icB0t + e−2icB0t] = cos(2cB0t)

(χρησιµοποιήσαµε και την ταυτότητα Euler e2icB0t + e−2icB0t = 2 cos(2cB0t)).
Η µέση τιµή του τελεστή σ̂y είναι

⟨σ̂y⟩ = ⟨X(t), σ̂yX(t)⟩ =X+(t)σ̂yX(t) (iv)

σ̂yX(t) = [
0 −i
i 0

] 1√
2
[ e−icB0t

eicB0t ] =
1√
2
[ −ie

−icB0t

ie−icB0t ]

οπότε η (iv) δίνει

⟨σ̂y⟩ =
1√
2
[eicB0t e−icB0t] 1√

2
[ −ie

−icB0t

ie−icB0t ]

= 1

2
[−ie2icB0t + ie−2icB0t] = − i

2
2i sin(2cB0t) = sin(2cB0t)

Η µέση τιµή του σ̂z είναι
⟨σ̂z⟩ = 2Pz+ − 1 (v)

όπου Pz+ η πιθανότητα της ιδιοτιµής 1, η οποία είναι ίση µε το τετράγωνο του πάνω στοιχείου του
διανύσµατος σπιν, X(t),

Pz+ = ∣
1√
2
e−icB0t∣

2

= 1

2
οπότε η (v) δίνει

⟨σ̂z⟩ = 2
1

2
− 1 = 0

ϐ) i) Η πιθανότητα το σπιν να ϐρεθεί παράλληλο µε τον άξονα +y είναι

Py+ = ∣⟨X(t),Xy+⟩∣2 (vi)

όπου Xy+ =
1√
2
[ 1

i
]

το ιδιοδιάνυσµα του σ̂y που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1.

⟨X(t),Xy+⟩ = X+(t)Xy+ =
1√
2
[eicB0t e−icB0t] 1

2
√
2
[ 1

i
]

= 1

2
[eicB0t + ie−icB0t]
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Η (vi) λοιπόν δίνει

Py+ = ∣
1

2
[eicB0t + ie−icB0t]∣

2

= 1

4
[eicB0t + ie−icB0t] [e−icB0t − ieicB0t]

= 1

4
(1 − ie2icB0t + ie−2icB0t + 1) = 1

4
{2 − i(e2icB0t − e−2icB0t)}

= 1

4
{2 − i(2i) sin(2cB0t)} =

1

2
(1 − sin(2cB0t))

ii) Η πιθανότητα το σπιν να ϐρεθεί παράλληλο µε τον άξονα +z είναι ίση µε το τετράγωνο του µέτρου του
πάνω στοιχείου του διανύσµατος σπιν του,

Pz+ = ∣
1√
2
eicB0t∣

2

= 1

2

(iii) Η πιθανότητα Px− το σπιν να ϐρεθεί παράλληλο στον αρνητικό ηµιάξονα −x είναι

Px− = ∣⟨X(t),Xx−⟩∣2

όπου Xx− =
1√
2
[ 1
−1 ]

το ιδιοδιάνυσµα του σ̂x για την ιδιοτιµή 1.

⟨X(t),Xx−⟩ =
1√
2
[eicB0t e−icB0t] 1

2
√
2
[ 1
−1 ]

= 1

2
[eicB0t − e−icB0t] = cos(cB0t),

οπότε Px− = cos2(cB0t).

΄Ασκηση 13.2 Τη χρονική στιγµή t = 0 το σπιν ενός ηλεκτρονίου, το οποίο κινείται µέσα σε
οµογενές µαγνητικό πεδίο

B⃗ = B0x̂0, B0 σταθερή,

είναι παράλληλο µε τον ηµιάξονα +z.
Να ϐρεθούν :
α) η µέση τιµή του τελεστή σx για το ηλεκτρόνιο αυτό µετά από χρόνο t,
ϐ) η πιθανότητα το σπίν του ηλεκτρονίου να ϐρεθεί παράλληλο στον ϑετικό ηµιάξονα +y.
Λύση
α) Το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου τη στιγµή t = 0, X(0), είναι το ιδιοδιάνυσµα, X+, του τελεστή σ̂z
για την ιδιοτιµή 1,

X0 ≡X+ = [
1
0
]

Η X(t) ϐρίσκεται µε τη ϐοήθεια του τελεστή χρονικής εξέλιξης Û(t) (ϐλ. Παρατήρηση 12.16),

X(t) = Û(t)X(0) = e−icB0σ̂xtX(0) (ii)
Το αποτέλεσµα της δράσης του τελεστή e−icB0σ̂xt στη X(0) υπολογίζεται, αν την εκϕράσουµε ως γραµµικό
συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων του σ̂x,

Xx+ =
1√
2
[ 1
1
] και Xx− =

1√
2
[ 1
−1 ]

Θέτοντας X0 = aXx+ + βXx−
προκύπτει

[ 1
0
] = a 1√

2
[ 1
1
] + β 1√

2
[ 1
−1 ] ή [ 1

0
] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1√
2
(a + β)

1√
2
(a − β)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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ή

1 = 1√
2
(a + β)

0 = 1√
2
(a − β)

Η λύση του συστήµατος αυτού είναι

a = β = 1√
2

Ετσι η (ii) γίνεται

X(t) = e−icB0σ̂xtX(0) = e−icB0σ̂xt ( 1√
2
Xx+ +

1√
2
Xx−)

= 1√
2
e−icB0σ̂xtXx+ + e−icB0σ̂xtXx−

Οι Xx+, Xx+, ως ιδιοδιανύσµατα του τελεστή σ̂x γιά τις ιδιοτιµές 1 και -1, είναι ιδιοδιανύσµατα και του
τελεστή e−icB0σ̂xt για τις ιδιοτιµές

e−icB01t και e−icB0(−1)t

αντίστοιχα, οπότε

X(t) = 1√
2
e−icB0t1Xn+ +

1√
2
e−icB0t(−1)Xn−

= 1√
2
e−icB0t 1√

2
[ 1
1
] + 1√

2
eicB0t 1√

2
[ 1
−1 ] =

1

2
[ e−icB0t + eicB0t

e−icB0t − eicB0t ]

= 1

2
[ 2 cos(cB0t)
−2i sin(cB0t)

] = [ cos(cB0t)
−i sin(cB0t)

]

Η µέση τιµή του τελεστή σx είναι

⟨σ̂x⟩ = ⟨X(t), σ̂xX(t)⟩ =X+(t) σ̂x X(t)

= (cos(cB0t) i sin(cB0t)) [
0 1
1 0

] [ cos(cB0t)
−i sin(cB0t)

]

= (cos(cB0t) i sin(cB0t)) [
−i sin(cB0t)
cos(cB0t)

]

= −i cos(cB0t) sin(cB0t) + i sin(cB0t) cos(cB0t)
Αρα ⟨σ̂x⟩ = 0

ϐ) Η πιθανότητα το σπιν του ηλεκτρονίου να ϐρεθεί παράλληλο στον ϑετικό ηµιάξονα +y είναι

Py+ = ∣⟨X(t),Xy+⟩∣2 (iii)

όπου Xy+ =
1√
2
[ 1
i
] το ιδιοδιάνυσµα του σ̂y που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1.

⟨X(t),Xy+⟩ = [cos(aB0t) i sin(aB0t)]
1√
2
[ 1
i
] = 1√

2
(cosa(B0t) − sin(aB0t)),

οπότε η (iii) δίνει

Py+ =
1

2
(cos(aB0t) − sin(aB0t))2 =

1

2
(sin(2aB0t)) .

Παράδειγµα 13.56 Ενα ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο

B⃗ = B0ẑ0, B0 σταθερή

και τη χρονική στιγµή t = 0 το σπιν του είναι παράλληλο µε τον ηµιάξονα +y.
α) Να ϐρεθεί µετά από πόσο χρόνο το σπιν ϑα ϐρεθεί για πρώτη φορά παράλληλο µε τον άξονα
+x.
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Λύση
Τη χρονική στιγµή t, την οποία το σπιν ϑα ϐρεθεί παράλληλο µε τον ηµιάξονα +x η πιθανότητα της
ιδιοτιµής 1 του τελεστή σ̂x ϑα είναι µονάδα, οπότε

∣⟨X(t),Xx+⟩∣2 = 1, (i)
όπου Xx+ το ιδιοδιάνυσµα του σ̂x που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 και X(t) το διάνυσµα σπιν του ηλε-
κτρονίου τη στιγµή t.
Το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου τη στιγµή t ϐρίσκεται µε τη ϐοήθεια του τελεστή χρονικής εξέλιξης
(ϐλ. Παρατήρηση 12.16)

X(t) = Û(t)X0 = e−icB0σ̂ztX0, c σταθερά (ii)
Το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου τη στιγµή t = 0, ως ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂y γιά την ιδιοτιµή 1,
είναι

X0 =Xy+ =
1√
2
[ 1

i
]

Για να υπολογίσουµε το e−icB0σ̂ztX0 εκϕράζουµε τη X0 ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων,
X+,X−, του τελεστή σ̂z,

X0 = aX+ + βX−
όπου α, ϐ είναι µιγαδικές σταθερές οι οποίες υπολογίζονται αντικαθιστώντας στη τελευταία σχέση τις
εκϕράσεις των X0,X+,X−,

1√
2
[ 1

i
] = a [ 1

0
] + β [ 0

1
] = [ a

β
]

Από τη σχέση αυτή παίρνουµε

a = 1√
2

και β = i√
2

οπότε η (ii), λόγω και του ότι X+,X−, ως ιδιοδιανύσµατα του τελεστή σ̂z, για τις ιδιοτιµές 1 και -1 είναι
ιδιοδιανύσµατα και του τελεστή e−icB0σ̂zt για τις ιδιοτιµές

e−icB01t και e−icB0(−1)t

αντίστοιχα, δίνει

X(t) = e−icB0σ̂zt [ 1√
2
X+ +

i√
2
X−] =

1√
2
e−icB0σ̂ztX+ +

i√
2
e−icB0σ̂ztX−

= 1√
2
e−icB01tX+ +

i√
2
e−icB0(−1)tX−

= 1√
2
e−icB0t [ 1

0
] + 1√

2
eicB0t [ 0

1
] = 1√

2
[ e−icB0t

eicB0t ]

Εποµένως,

⟨X(t),Xx+⟩ = X(t)∗Xx+ =
1√
2
[eicB0t − ie−icB0t] 1√

2
[ 1
1
]

= 1

2
[eicB0t − ie−icB0t]

οπότε η (i) γίνεται

∣1
2
[eicB0t − ie−icB0t]∣

2

= 1 (iii)

∣1
2
[eicB0t − ie−icB0t]∣

2

= 1

4
[eicB0t − ie−icB0t] [eicB0t − ie−icB0t]∗

= 1

4
[1 + ie2icB0t − ie−2icB0t + 1]

= 1

4
[2 + i(e2icB0t − e−2icB0t)] = 1

4
{2 − 2 sin(2cB0t)}

(Χρησιµοποιήσαµε και την ταυτότητα Euler). Ετσι η (iii) γίνεται
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1 − sin(2cB0t) = 2 ή sin(2cB0t) = −1
Η Ϲητούµενη χρονική στιγµή, t1, την οποία το σπιν του ηλεκτρονίου ϑα ϐρεθεί παράλληλο µε τον άξονα
+x, είναι η µικρότερη ϑετική ϱίζα της τριγωνοµετρικής αυτής εξίσωσης.

Παράδειγµα 13.57 Το διάνυσµα σπιν ενός ηλεκτρονίου είναι

ei
π
4
σ̂xX+

όπου X+ το ιδιοδιάνυσµα του τελεστή της προβολής z του σπιν για την ιδιοτιµή 1.
Να ϐρεθούν οι µέσες τιµές των τελεστών :
α) σ̂y, ϐ) σ̂z,

Λύση
α) Η µέση τιµή της συνιστώσας y του τελεστή σ̂y, για ένα σωµάτιο µε διάνυσµα σπιν Χ είναι

⟨σ̂y⟩ = ⟨X, σ̂yX⟩
Το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου είναι

X = ei
π
4
σ̂xX+ = ei

π
4
σ̂x [ 1

0
]

Γιά να ϐρούµε το αποτέλεσµα της δράσης του τελεστή ei
π
4
σ̂x στην X+, την εκϕράζουµε ως γραµµικό

συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων του σ̂x

Xx+ =
1√
2
[ 1
1
] και Xx− =

1√
2
[ 1
−1 ]

Θέτουµε λοιπόν X+ = aXx+ + βXx−

οπότε [ 1
0
] = a 1√

2
[ 1
1
] + β 1√

2
[ 1
−1 ] =

1√
2
[ a + β
a − β ]

ή

a + β√
2
= 1

a − β√
2
= 0

ή a = β = 1√
2

Αρα X+ =
1√
2
Xx+ +

1√
2
Xx−

οπότε

X = ei
π
4
σ̂xtX+ = ei

π
4
σ̂xt ( 1√

2
Xx+ +

1√
2
Xx−) =

1√
2
ei

π
4
σ̂xtXx+ +

1√
2
ei

π
4
σ̂xtXx−

Οι Xx+ και Xx−, ως ιδιοδιανύσµατα του σ̂x για τις ιδιοτιµές +1, −1, είναι, σύµϕωνα µε την Πρόταση 9.8,
ιδιοδιανύσµατα και του τελεστή ei

π
4
σ̂xt για τις ιδιοτιµές

ei
π
4
1t και ei

π
4
(−1)t,

οπότε

X = 1√
2
ei

π
4
1Xx+ +

1√
2
ei

π
4
(−1)Xx− =

1√
2
ei

π
4

1√
2
[ 1
1
] + 1√

2
e−i

π
4

1√
2
[ 1
−1 ]

= 1

2
[ ei

π
4 + e−i

π
4

ei
π
4 − e−i

π
4
] = 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 cos
π

4

2i sin
π

4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1√

2
[ 1
−i ]

Το αποτέλεσµα της δράσης του τελεστή σ̂y στην X είναι,

σ̂yX = [
0 −i
i 0

] 1√
2
[ 1
−i ] =

1√
2
[ −1

i
] = −X
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οπότε το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου είναι ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂y για την ιδιοτιµή −1. Επο-
µένως, η µέση τιµή ⟨σ̂y⟩ για το ηλεκτρόνιο αυτό είναι η ιδιοτιµή −1,

⟨σ̂y⟩ = −1
ϐ) Η µέση τιµή του σz ενός σωµατιδίου είναι

⟨σ̂z⟩ = 2∣a∣2 − 1
όπου α το πάνω στοιχείο του διανύσµατος σπιν του. Εποµένως,

⟨σ̂z⟩ = 2 ∣
1√
2
∣
2

− 1 = 0.

Παράδειγµα 13.58 Ενα ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο

B⃗ = B0ŷ0, Β σταθερή

Αν τη στιγµή t = 0 το σπιν του ηλεκτρονίου είναι παράλληλο µε τον ηµιάξονα +x, τότε να ϐρεθεί η
µέση τιµή του τελεστή σz µετα από χρόνο t.
Λύση
Το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου τη στιγµή t = 0, X0 είναι ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂x γιά την ιδιοτιµή
1, οπότε

X0 =Xx+ =
1√
2
[ 1
1
]

Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 12.15, το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου οποιαδήποτε χρονική στιγµή t
είναι

X(t) = Û(t)X0 = e−icB0σ̂ztX0 (i)
Εκϕράζοντας την X0 ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων,

Xy+ =
1√
2
[ 1

i
] , Xy+ =

1√
2
[ 1
−i ]

του σ̂y, X0 = aXy+ + βXy−

ή
1√
2
[ 1
1
] = a 1√

2
[ 1

i
] + β 1√

2
[ 1
−i ] ή [ 1

1
] = [ (a + β)(a − β)i ]

ή
a + β = 1

(a − β)i = 1
Η λύση του συστήµατος αυτού είναι

a = 1 − i
2

, β = 1 + i
2

Ετσι η (i), λόγω και του ότι οι Xy+, Xy− είναι ιδιοδιανύσµατα του τελεστή e−icB0σ̂yt για τις ιδιοτιµές

e−icB01t και e−icB0(−1)t

αντίστοιχα, γίνεται

X(t) = e−icB0σ̂yt (1 − i
2

Xy+ +
1 + i
2

Xy−)

= 1 − i
2

e−icB0σ̂yt Xy+ +
1 − i
2

e−icB0σ̂ytXy−

= 1 − i
2

e−icB0t1Xy+ +
1 + i
2

e−icB0t(−1)Xy+

= 1 − i
2

e−icB0t 1√
2
[ 1

i
] + 1 + i

2
eicB0t 1√

2
[ 1
−i ]

= 1

2
√
2
[ (1 − i)e

−icB0t + (1 + i)eicB0t

(1 + i)e−icB0t + (1 − i)eicB0t ]
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Η µέση τιµή του τελεστή σz είναι

⟨σ̂z⟩ = ⟨X(t), σ̂zX(t)⟩ =X+(t)σ̂zX(t) (i)

σ̂zX(t) =
1√
2
[ 1 0
0 −1 ]

1

2
[ (1 − i)e

−icB0t + (1 + i)eicB0t

(1 + i)e−icB0t + (1 − i)eicB0t ]

= 1

2
√
2
[ (1 − i)e

−icB0t + (1 + i)eicB0t

−(1 + i)e−icB0t + (i − 1)e−icB0t ]

οπότε η (i) γίνεται

⟨σ̂z⟩ = X+(t) σ̂z X(t)

= 1

2
√
2
[(1 + i)eicB0t + (1 − i)e−icB0t (1 − i)eicB0t + (1 + i)e−icB0t]

1√
2
[ (1 − i)e

−icB0t + (1 + i)eicB0t

−(1 + i)e−icB0t + (i − 1)e−icB0t )

= 1

8
{[(1 + i)eicB0t + (1 − i)e−icB0t] [(1 − i)e−icB0t + (1 + i)eicB0t]+

+ [(1 − i)eicB0t + (1 + i)e−icB0t][−(1 + i)e−icB0t + (i − 1)e−icB0t]}

= 1

8
r {2 + (1 + i)2e2icB0t + (1 − i)2e−2icB0t + 2 − 2

− (i − 1)2e2icB0t − (1 + i)2e−2icB0t − 2} = 1
8
{4i (e2icB0t − e−2icB0t)}

= 1

8
4i 2i sin(2cB0t) = sin(2cB0t)


