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12.6 Ο ερµητιανός χώρος των κυµατοσυναρτήσεων και οι τελεστές της

κβαντοµηχανικής

12.7 Ο µαθηµατικός ϕορµαλισµός της κβαντοµηχανικής

Η κβαντοµηχανική, που είναι η σύγχρονη ϕυσική του µικρόκοσµου, ϑεµελιώνεται µε τα κβαντικά α-

ξιώµατα, τα οποία αναφέρονται σε ερµητιανούς διανυσµατικούς χώρους και σε ερµητιανούς τελεστές

(γραµµικές απεικονίσεις), κάποια από τα οποία δίνονται παρακάτω.

Παρατήρηση 12.1 Η κατάσταση κάθε σωµατιδίου περιγράφεται από µία τετραγωνικά ολοκλη-

ϱώσιµη µιγαδική συνάρτηση ψ(x, y, z, t) των συντεταγµένων του και του χρόνου, συνεχή µε συνεχείς

πρώτες παραγώγους, την κυµατοσυνάρτησή του, η οποία περιέχει όλες τις πληροφορίες για την κα-

τάσταση του. Το σύνολο των κυµατοσυνάρτησεων είναι ερµητιανός διανυσµατικός χώρος, στον οποίο

το ερµητιανό γινόµενο δύο κυµατοσυνάρτησεων ψ1(x, y, z, t) και ψ2(x, y, z, t) ορίζεται ως

⟨ψ1(x, y, z, t), ψ2(x, y, z, t)⟩ =∭
R3

ψ1(x, y, z, t), ψ2(x, y, z, t)dxdydz, (12.1)

R3 όλος ο τρισδιάστατος χώρος.

Στα παραδείγµατα του ϐιβλίου αυτού παρουσιάζουµε µόνον µονοδιάστατα κβαντικά συστήµατα, στα

οποία το ερµητιανό γινόµενο δύο κυµατοσυνάρτησεων ψ1(x, t) και ψ2(x, t) ορίζεται ως

⟨ψ1(x, t), ψ2(x, t)⟩ = ∫
+∞

−∞
ψ1(x, t), ψ2(x, t)dx. (12.2)

Παρατήρηση 12.2 Τα κβαντικά αξιώµατα µπορεί να συνοψιστούν στα εξής :

▸ Σε κάθε ϕυσικό µέγεθος Α αντιστοιχεί ένας γραµµικός ερµιτιανός τελεστής Â.

▸ Οι µόνες τιµές που προκύπτουν από την µέτρηση ενός ϕυσικού µεγέθους Α είναι οι

ιδιοτιµές an του αντίστοιχου τελεστή Â, .

▸ Η πιθανότητα σε µία µέτρηση του µεγέθους Α να προκύψει η ιδιοτιµή an για ένα

σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση ψ είναι

Pn = ∣< yn, ψ >∣
2

< ψ,ψ > , (12.3)

όπου yn η ιδιοσυνάρτηση του Â που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή an.

▸ Η µέση τιµή < A > ενός µεγέθους Α, για ένα σωµάτιο µε κυµατοσυνάρτηση ψ, µπορεί να

υπολογισθεί :▼ είτε από το αντίστοιχο αξίωµα της κβαντικής, σύµφωνα µε το οποίο,

< A >= ⟨ψ, Âψ⟩< ψ,ψ > (12.4)

▼ είτε από τον ορισµό της µέσης τιµής, σύµφωνα µε τον οποίο,

< A >=∑
k

Pkak, (12.5)

όπου Pk οι πιθανότητες των ιδιοτιµών ak της (12.3).

Στα παραδείγµατα της ενότητας αυτής συναντούµε συχνά τον τελεστή της ενέργειας, που λέγεται τελε-

στής Hamilton και συµβολίζεται µε Ĥ.
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Παράδειγµα 12.1 Ο τελεστής της συνιστώσας z της στροφορµής, σε ένα σύστηµα πολικών συντε-

ταγµένων, ενός σωµατιδίου που κινείται στο επίπεδο Oxy είναι

L̂z = −ih̵ d

dϕ
όπου ϕ η πολική γωνία του σωµατιδίου.

Να δειχθεί ότι οι ιδιοτιµές του L̂z και οι αντίστοιχες κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις είναι

an = nh̵ και Yn = 1√
2π
einϕ, n ∈N (12.6)

Λύση
Ονοµάζοντας a και ψa(ϕ) τις ιδιοτιµές και τις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του L̂z,

L̂zψa(ϕ) = aψa(ϕ) ⇔ −ih̵dψa(ϕ)
dϕ

= aψa(ϕ).
Λύνοντας τη στοιχειώδη αυτή διαφορική αυτή εξίσωση (χωριζοµένων µεταβλητών) παίρνουµε

ψ(ϕ) = Aeaiϕh̵ , A µιγαδική σταθερά. (i)
Λόγω του ορισµού της γωνίας ϕ των σφαιρικών συντεταγµένων τα σηµεία (r,ϕ+2π) και (r,ϕ) συµπίπτουν,

οπότε κάθε συνάρτηση ψ(ϕ), άρα και οι ιδιοσυναρτήσεις ψa(ϕ), πρέπει να έχει την ίδια τιµή στα σηµεία

αυτά. ∆ηλαδή,

ψ(ϕ + 2π) = ψ(ϕ)
ή Ae

ai(ϕ+2π)
h̵ = Aeaiϕh̵ ⇔ e

aiϕ
h̵ e

ai2π
h̵ = eaiϕh̵ ⇔ e

ai2π
h̵ = 1,

οπότε (eiθ = 1 αν και µόνον αν το θ είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π)

a2π

h̵
= n2π ⇔ a = nh̵, n ∈ Z.

Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις, όπως προκύπτουν από την (i) για a = nh̵, είναι

ψn(ϕ) = Aeinϕ, n ∈ Z.

Η σταθερά Α προκύπτει από τη συνθήκη κανονικοποίησης

⟨ψ,ψ⟩ = 1,

όπου

⟨ψ,ψ⟩ = ∫ 2π

0

ψ(ϕ)ψ(ϕ)dϕ = ∫ 2π

0

Ae−inϕAeinϕdϕ = ∣A∣2∫ 2π

0

dϕ = 2π∣A∣2,
οπότε A = 1√

2π
.

Αν και παράξενη, αυτή είναι η γλώσσα της Κβαντοµηχανικής, που είναι η µοναδική ϑεωρία Φυσικής

που ερµηνεύει τα ϕαινόµενα του µικρόκοσµου.

Παράδειγµα 12.2 Να υπολογιστεί η πιθανότητα µία µέτρηση της συνιστώσας z της στροφορµής να

δώσει −2h̵ για ένα σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση

ψ(ϕ) = A sin
3
2ϕ, 0 ≤ ϕ < 2π, A σταθερά,

Λύση
Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 12.1, η ιδιοσυνάρτηση του L̂z που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −2h̵ είναι

Y−2 = 1√
2π
e−2iϕ,

οπότε η πιθανότητα µία µέτρηση της συνιστώσας z της στροφορµής του σωµατιδίου να δώσει −2h̵ είναι
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P = ∣⟨ψ(ϕ), Y−2⟩∣2⟨ψ(ϕ), ψ(ϕ)⟩ (i)
Ισχύει

⟨ψ(ϕ), Y−2⟩ = ∫ 2π

0

A sin
3
2ϕ

1√
2π
e−2h̵dϕ

= A√
2π
{∫ 2π

0

A sin
3
2ϕ cos(−2ϕ)dϕ + i∫ 2π

0

A sin
3
2ϕ sin(−2ϕ)dϕ}

= −3π
4

A√
2π
i

⟨ψ(ϕ), ψ(ϕ)⟩ = ∫ 2π

0

A2
sin

6
2ϕdϕ = A2 5π

8
οπότε η (i) δίνει

P =
∣−3π

4

A√
2π
i∣

A2 5π

8

= 9

20

Παράδειγµα 12.3 Να ϐρεθούν οι οι δυνατές τιµές της κινητικής ενέργειας ενός σωµατιδίου

K = L
2
z

2I
όπου Lz η συνιστώσα z της στροφορµής του και I η σταθερή ϱοπή της αδράνειάς του, και οι αντιστοιχες

ιδιοσυναρτήσεις.

Λύση
Ο τελεστής (γραµµική απεικόνιση) της κινητικής ενέργειας είναι συνάρτηση του τελεστή της συνιστώσας z

της στροφορµής Lz οπότε, σύµφωνα µε την Πρόταση 9.8, οι ιδιοσυναρτήσεις της Lz (ϐλ. το Παράδειγµα

12.1)

Yn(ϕ) = ceimϕ,m ∈ Z
είναι ιδιοσυναρτήσεις και του τελεστή K οι αντίστοιχες ιδιοτιµές είναι

Km = a
2

m

2I

όπου am =mh,m ∈ Z
οι ιδιοτιµές της Lz (ϐλ. Παράδειγµα 12.1).

Εποµένως, οι δυνατές τιµές της κινητικής ενέργειας του σωµατιδίου αυτού είναι

K = (mh)2
2I

= h
2

2I
m, m ∈ Z.
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12.7.1 Ανάπτυγµα σε σειρά ιδιοσυναρτήσεων ερµητιανού τελεστή

Κάθε κυµατοσυνάρτηση µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός των ιδιοσυναρτήσεων ενός ερ-

µητιανού τελεστή, οι οποίες αποτελούν µία ϐάση του ερµητιανού διανυσµατικού χώρου των κυµατοσυ-

ναρτήσεων.

Παρατήρηση 12.3 Αν η κυµατοσυνάρτηση ψ είναι εκφρασµένη ως γραµµικός συνδυασµός των

ιδιοσυναρτήσεων yk του ερµητιανού τελεστή Â

ψ = ∑
k

Ckyk

τότε η πιθανότητα σε µία µέτρηση του µεγέθους Α να προκύψει η ιδιοτιµή an είναι

Pn = ∣Cn∣2
∑
k

∣Ck∣2 , (12.7)

και η µέση τιµή του Α

< A >=
∑
k

(∣Ck ∣2ak)
∑
k

∣Ck ∣2 . (12.8)

Το ερµητιανό γινόµενο δύο κυµατοσυναρτήσεων ψ1 και ψ2 µε αναπτύγµατα ως προς τις yk

ψ1 = ∑
k

Ckyk και ψ2 = ∑
k

Dkyk

είναι ⟨ψ1, ψ2⟩ = ∑
k

(CkDk).

Παράδειγµα 12.4 Να ϐρεθεί το εσωτερικό γινόµενο των κυµατοσυναρτήσεων

ψ1(ϕ) = 7Y−1 − iY1 + (1 + i)Y2
ψ2(ϕ) = 8Y0 + 2Y1 − Y2

όπου Ym οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της συνιστώσας z της στροφορµής L̂z για τις ιδιοτιµές mh̵.

Λύση
Επειδή οι ψ1(ϕ) και ψ2(ϕ) είναι εκφρασµένες ως γραµµικός συνδυασµός των ιδιοσυναρτήσεων του τελε-

στή L̂z, οι οποίες συνιστούν µία ορθοκανονική ϐάση του ερµητιανού χώρου των µιγαδικών συναρτήσεων,

το εσωτερικό γινόµενο < f, g > είναι

< ψ1, ψ2 > = 7 ⋅ 0 + 0 ⋅ 8 + (−i) ⋅ 2 + (1 + i) ⋅ (−1)
= 2i + (1 − i)(−1) = −1 + 3i

Παράδειγµα 12.5 Η κυµατοσυνάρτηση ενός σωµατιδίου είναι

ψ(ϕ) = A{Y1 + (1 + 2i)Y−3}
όπου Y1 και Y−3 οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της συνιστώσας z της στροφορµής L̂z για τις ιδιοτιµές

h̵ και −3h̵ αντίστοιχα.

Να υπολογισθεί η σταθερή Α ώστε η ψ(ϕ) να είναι κανονικοποιηµένη.

Λύση
Επειδή η ψ(ϕ) είναι εκφρασµένη ως γραµµικός συνδυασµός ιδιοσυναρτήσεων του ερµιτιανού τελεστή

L̂z, το < ψ(ϕ), ψ(ϕ) >, υπολογίζεται µε την ϐοήθεια της Παρατήρησης 12.2,

< ψ(ϕ), ψ(ϕ) >= ∣A∣2 + ∣A(1 + 2i)∣2 = ∣A∣2(1 + ∣1 + 2i∣2) = 6∣A∣2.
Για νάναι η ψ(ϕ) κανονικοποιηµένη πρέπει

< ψ(ϕ), ψ(ϕ) >= 1 ⇔ 6∣A∣2 = 1 ⇔ ∣A∣ = 1√
6

,
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οπότε η κανονικοποιηµένη κυµατοσυνάρτηση του σωµατιδίου είναι

ψ(ϕ) = 1√
6
[Y1 + (1 + 2i)Y−3].

Παράδειγµα 12.6 Η κυµατοσυνάρτηση ενός σωµατιδίου είναι

ψ(ϕ) = 2Y−1 − 3Y0 − iY2
όπου Ym, m ∈ Z οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της συνιστώσας της στροφορµής L̂z για τις ιδιοτιµές

mh. Να ϐρεθούν οι τιµές που προκύπτουν από µιά µέτρηση της συνιστώσας z της στροφορµής του

σωµατιδίου αυτού και οι αντίστοιχες πιθανότητες.

Λύση
Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 12.3, οι µόνες τιµές που προκύπτουν από µιά µέτρηση της συνιστώσας z

της στροφορµής του σωµατιδίου είναι οι ιδιοτιµές −h̵, 0, 2h̵ που αντιστοιχούν στις ιδιοσυναρτήσεις Y−1,

Y0, Y2 του L̂z που περιέχονται στο ανάπτυγµα της ψ(ϕ). Οι αντίστοιχες ιδιοτιµές είναι

σ

P−1 = ∣2∣2∣2∣2 + ∣ − 3∣2 + ∣ − i∣2 = 4

14

P0 = ∣ − 3∣2∣3∣2 + ∣ − 3∣2 + ∣ − i∣2 = 9

14

P2 = ∣ − i∣2∣2∣2 + ∣ − 3∣2 + ∣ − i∣2 = 1

14

Παρατήρηση 12.4 Αν σε µία ιδιοτιµή ak του τελεστή ενός ϕυσικού µεγέθους A αντιστοιχούν πε-

ϱισσότερες από µια ιδιοσυναρτήσεις yk1, yk2, . . . , ykµk
τότε ένα σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση ψ της

οποίας το ανάπτυγµα σε σειρά ιδιοσυναρτήσεων του µεγέθους A είναι

ψ =
n

∑
i=1

µi

∑
j=1

cijyij (i)
η πιθανότητα µιας ιδιοτιµής ak είναι

Pk =

µk

∑
j=1

∣cij ∣2
n

∑
i=1

µi

∑
j=1

∣cij ∣2
Στον αριθµητή έχουµε το άθροισµα των τετραγώνων των µέτρων των συντελεστών όλων των ιδιοσυ-

ναρτήσεων ykj που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή yk, ενώ στον παρονοµαστή το άθροι-

σµα περιλαµβάνει όλους του συντελεστές της (i).

Παράδειγµα 12.7 Η κυµατοσυνάρτηση ενός σωµατιδίου είναι

ψ = 2Y−1 − Y0 + (1 − 2i)Y1 − (2 + 3i)Y2
όπου Ym οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή L̂z για τις ιδιοτιµές mh̵.

Να ϐρεθεί η πιθανότητα να προκύψει η τιµή ch̵2 από µιά µέτρηση της ενέργειας του, αν ο τελεστής

ενέργειας (τελεστής Hamilton) του σωµατιδίου είναι

H = cL2
z, c µιγαδική σταθερά.

Λύση
Σύµφωνα µε την Πρόταση 9.8, οι ενεργειακές ιδιοτιµές του σωµατιδίου είναι

em = c(mh̵)2 = cm2h̵2 (i)
και µία ϐάση του διανυσµατικού υπόχωρου των ιδιοσυναρτήσεων του Ĥ που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή

ǫm αποτελείται από τις
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Ym = 1√
2π
eimϕ και Y−m = 1√

2π
e−imϕ

Η ενεργειακή τιµή ch̵2 προκύπτει από την (i) για m2 = 1 ⇔ m = ±1, οπότε δύο γραµµικά ανεξάρτητες

ιδιοσυναρτήσεις για την ιδιοτιµή αυτή είναι οι Y−1 και Y1. Εποµένως, η πιθανότητα της ενεργειακής

ιδιοτιµής ch̵2 είναι

P = ∣2∣2 + ∣1 − 2i∣2∣2∣2 + ∣ − 1∣2 + ∣1 − 2i∣2 + ∣ − (2 + 3i)∣2 = 4 + 5
4 + 1 + 5 + 13 =

9

23

Παρατήρηση 12.5 Ενα σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση ψ(t) ϑα ϐρεθεί στην κατάσταση που πε-

ϱιγράφεται από την κανονικοποιηµένη κυµατοσυνάρτηση ψa τις χρονικές στιγµές τ, για τις οποίες η

αντίστοιχη πιθανότητα γίνεται µονάδα, δηλαδή∣⟨ψ(t), ψa⟩∣2⟨ψ(t), ψ(t)⟩ = 1. (12.9)

Παράδειγµα 12.8 Να ϐρεθούν οι χρονικές στιγµές τις οποίες ένα σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση

ψ(t) = A√π

2
e−ictY1(ϕ) +A√π

2
eictY−1(ϕ)

ϑα ϐρεθεί στην κατάσταση που περιγράφεται από την κυµατοσυνάρτηση

ψa = 1

i
√
2
(Y1 − Y−1).

Λύση
Το σωµατίδιο ϑα ϐρεθεί στην κατάσταση που περιγράφεται από την ψa, η οποία είναι κανονικοποιηµένη,

τις χρονικές στιγµές t, για τις οποίες

∣⟨ψ(t), ψa⟩∣2⟨ψ(t), ψ(t)⟩ = 1 (i)
Το ερµητιανό γινόµενο του αριθµητή και του παρονοµαστή της (i) είναι

⟨ψ(t), ψa⟩ = ⟨A√π

2
(e−ictY1(ϕ) + eictY−1(ϕ)) , 1

i
√
2
(Y1(ϕ) − Y−1(ϕ))⟩

= A

√
π

2

1

i
√
2
⟨e−ictY1(ϕ) + eictY−1(ϕ), Y1(ϕ) − Y−1(ϕ)⟩

= A

√
π

2i
(eict + e−ict(−1)) = A√π sin(ct)

⟨ψ(t), ψ(t)⟩ = ∣A√π

2
e−ict∣2 + ∣A√π

2
eict∣2 = 2 ∣A√π

2
∣2 ∣e−ict∣2 = A2π

οπότε η (i) δίνει ∣A√π sin(ct)∣2
A2π

= 1 ⇔ sin
2(ct) = 1 ⇔ sin(ct) = ±1

Εποµένως, οι Ϲητούµενες χρονικές στιγµές είναι οι ϱίζες της εξίσωση αυτής, δηλαδή

ct1 = (2k + 1)π
2
, k ∈ N.
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Παράδειγµα 12.9 Οι ενεργειακές ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις

ενός σωµατιδίου µάζας m µέσα σε ένα απειρόβαθο πηγάδι εύρους L είναι

En = π2h̵2

2mL2
n2 και yn =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 x < 0 ή x > L
A sin

nπx

L
0 < x < L n ∈ N (i)

α) Να ϐρεθούν οι κανονικοποιηµένες ενεργειακές ιδιοσυναρτήσεις.

ϐ) Να υπολογιστεί για ένα σωµατίδιο µέσα στο πηγάδι µε κυµατοσυνάρτηση

ψa(x) = C sin
2 πx

L
, C σταθερά.

η πιθανότητα µία µέτρηση της ενέργειας του να δώσει

π2h̵2

2mL2
.

ii) Να υπολογιστεί για ένα σωµατίδιο µέσα στο πηγάδι µε κυµατοσυνάρτηση

ψβ(x) = Cx(L − x), C σταθερά.

η µέση τιµή της ενέργειας του.

Λύση
α) Η σταθερά Α υπολογίζεται από την συνθήκη κανονικοποίησης των yn

∫
∞

−∞
ynyndx = 1 (ii)

Επειδή yn(x) = 0, x < 0 ή x > L και yn(x) = A sin
nπx

L
, 0 < x < L,

το ολοκλήρωµα της (ii) είναι

∫
∞

−∞
ynyndx = ∫

L

0

A sin
nπx

L
A sin

nπx

L
dx = ∣A∣2 ∫ L

0

sin
2 nπx

L
dx = ∣A∣2L

2
,

οπότε η (i) δίνει

∣A∣2L
2
= 1 ⇔ ∣A∣ =

√
2

L
.

Εποµένως, οι κανονικοποιηµένες ενεργειακές ιδιοσυναρτήσεις στην περίπτωση αυτή είναι

yn =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, x < 0 ή x > L√
2

L
sin

nπx

L
, 0 < x < L n ∈ N

ϐ) i) Η πιθανότητα µία µέτρηση της ενέργειας του σωµατιδίου να δώσει (ϐλ. (i))
π2h̵2

2mL2
= π2h̵2

2mL2
1
2 = E1,

είναι

P1 = ∣⟨y1, ψa⟩∣2⟨ψa, ψa⟩ , (i)
όπου

⟨y1, ψa⟩ = ∫ L

0

√
2

L
sin

πx

L
C sin

2 πx

L
dx = C

√
2

L

4L

3π

⟨ψa, ψa⟩ = ∫ L

0

C sin
2 πx

L
C sin

2 πx

L
dx = ∣C ∣2∫ L

0

sin
4 πx

L
dx = ∣C ∣2 3L

8

`Ετσι, από την (i) προκύπτει ότι

P2 =

RRRRRRRRRRRC
√

2

L

4L

3π

RRRRRRRRRRR
2

∣C ∣2 3L
8

= 256

27π2
= 0,961.

ii) Η µέση τιµή της ενέργειας του σωµατιδίου είναι
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< E >=
+∞

∑
n=1

PnEn, (ii)
όπου Pn οι πιθανότητες των ιδιοτιµών En, οι οποίες είναι

Pn = ∣⟨yn, ψ⟩∣2⟨ψ, ψ⟩ (iii)
όπου

⟨yn, ψβ⟩ = ∫ L

0

√
2

L
sin

nπx

L
Cx(L − x)dx = C

√
2

L

4L3
sin(πn

2
)2

π3n3
−
L3

sin
πn

2

π2n2

Επίσης,

⟨ψ, ψ⟩ = ∫ L

0

Cx(L − x)Cx(L − x)dx = ∣C ∣2∫ L

0

x2(L − x)2dx = ∣C ∣2 L5

30
.

`Ετσι, η (iii) δίνει

Pn =

⎛⎜⎜⎜⎝
C

√
2

L

4L3
sin(πn

2
)2

π3n3
−
L3

sin
πn

2

π2n2

⎞⎟⎟⎟⎠

2

∣C ∣2 L5

30

= 60

π3n3
[sin(πn

2
)2 − nπ sin πn

2
],

οπότε από την (ii) προκύπτει ότι

< E >=
+∞

∑
n=1

60

π3n3
[sin(πn

2
)2 − nπ sin πn

2
] π2h̵2
2mL2

n2 = 30h̵2

mL2

+∞

∑
n=1

[ 1

πn
sin(πn

2
)2 − sin πn

2
].

12.7.2 Κβαντική ϑεωρία του σπιν

Το σπιν (spin, ιδιοπεριστροφή) είναι ένα ϐασικό χαρακτηριστικό στη µελέτη των σωµατιδίων του µι-

κρόκοσµου από την Κβαντοµηχανική. Περιγράφουµε, αρχικά, την κβαντική ϑεωρία του σπιν ϕερµιονίων

(π.χ. ηλεκτρονίου) και στο τέλος της ενότητας, δίνουµε συνοπτικά την κβαντική ϑεωρία µποζονίων (π.χ.

ϕωτονίων).

Σπιν-διανύµατα ϕερµιονίων του C2

Η σπιν κατάσταση ενός ϕερµιονίου περιγράφεται από διάνυσµα (πίνακα στήλη 2×1) τριών µιγαδικών

αριθµών και τα σχετικά µε το σπιν ϕυσικά µεγέθη αντιστοιχούν σε τελεστές (γραµµικές απεικονίσεις)

του δισδιάστατου ερµητιανού χώρου C2, που περιγράφονται από πίνακες 2 × 2.

Το διάνυσµα του σπιν (διάνυσµα σπιν) ενός ϕερµιονίου είναι ένα στοιχείο του ερµητιανού διανυσµατικού

χώρου C2,

X = [ c1
c2
] , c1, c2 ∈ C, µε ∣c1∣2 + ∣c2∣2 = 1

Τα σχετικά µε το σπιν ϕυσικά µεγεθη περιγράφονται από γραµµικές απεικονίσεις του ερµητιανού δια-

νυσµατικού χώρου C2, που παριστάνονται από πίνακες 2 × 2 µιγαδικών αριθµών, όπως οι παρακάτω

τελεστές των συνιστωσών του σπιν, που λέγονται τελεστές Pauli:

σ̂x = [ 0 1

1 0
] , σ̂y = [ 0 −i

i 0
] , σ̂z = [ 1 0

0 −1 ] (12.10)

Παράδειγµα 12.10 Να δειχθεί ότι οι τελεστές Pauli του ερµητιανού χώρου C2 είναι ερµητιανοί.

Λύση

Για κάθε u⃗ = [ u1
u2
] , v⃗ = [ v1

v2
] , u1, u2, v1, v2 ∈ C για τη γραµµική απεικόνιση σ̂x µε πίνακα τον σx

ισχύει
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σ̂x(u⃗) = σxv⃗ = [ 0 1

1 0
] [ u1

u2
] = [ u2

u1
]

οπότε

< σ̂x(u⃗), v⃗ >= [u2 u1] [ v1v2 ] = u2v1 + u1v2.
Επίσης,

< u⃗, σ̂x(v⃗) >= [u1 u2] [ v2v1 ] = u1v2 + u2v1,
οπότε

< σ̂x(u⃗), v⃗ >=< u⃗, σ̂x(v⃗) >, για κάθε u⃗, v⃗ ∈ C2.

Εποµένως, ο τελεστής σ̂x είναι ερµητιανός.

Επίσης,

σ̂y(u⃗) = [ 0 −i
i 0

] [ u1
u2
] = [ −iu2

iu1
]

οπότε

< σ̂y(u⃗), v⃗ >= [iu2 − iu1] [ v1v2 ] = iu2v1 − iu1v2.
Επίσης,

< u⃗, σ̂y(v⃗) >= [u1 u2] [ −iv2iv1 ] = −iu1v2 + u2v1,
οπότε

< σ̂y(u⃗), v⃗ >=< u⃗, σ̂y(v⃗) >, για κάθε u⃗, v⃗ ∈ C2.

Εποµένως, ο τελεστής σ̂y είναι ερµητιανός.

`Οµοια προκύπτει ότι και ο τελεστής σ̂z είναι ερµητιανός.

Παράδειγµα Ο τελεστής της ενέργειας ενός ϕερµιονίου που ϐρίσκεται µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ =
B0êz (παράλληλο στον άξονα z) είναι

Ĥ = cB0Ŝz = cB0 [ 1 0

0 −1 ] , c σταθερά.

Στην κβαντική ϑεωρία του σπιν χρησιµοποιούνται, επίσης, οι τελεστές αναβίβασης και καταβίβασης,

σ̂+ = [ 0 1

0 0
] , σ̂− = [ 0 0

1 0
] (12.11)

Η εικόνα ενός διανύσµατος σπιν X για έναν τελεστή σπιν si, που συµβολίζεται µε siX, είναι το γινόµενο

του αντίστοιχου πίνακα επί το διάνυσµα-στήλη X. Για παράδειγµα, η εικόνα του διανύσµατος σπιν ενός

ϕερµιονίου

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
για τους τελεστές σ̂x, σ̂y και σ̂z είναι

σ̂xX = [ 0 1

1 0
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
3

2

−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
σ̂yX = [ 0 −i

i 0
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−i
√
3

2

−i1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
σ̂zX = [ 1 0

0 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1
2

−
√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Θυµίζουµε ότι στον ερµητιανό διανυσµατικό χώρο C2.

Παρατήρηση 12.6 Το συζυγές ανάστροφο του διανύσµατος-στήλη

X = [ a
β
]

είναι το διάνυσµα-γραµµή

X∗ = [a β],
όπου a, β τα συζυγή µιγαδικά των a, β.

Το ερµητιανό γινόµενο των διανυσµάτων σπιν

X1 = [ aβ ] και X2 = [ γδ ]
είναι ⟨X1,X2⟩ =X∗1X2 = [a1 β1] [ γδ ] = aγ + βδ

Επειδή

σ̂zX+ = [ 1 0

0 −1 ][ 1

0
] = [ 1

0
] =X+

σ̂zX− = [ 1 0

0 −1 ][ 0

1
] = − [ 0

1
] = −X−

προκύπτει η επόµενη ϐασική παρατήρηση.

Παρατήρηση 12.7 Τα διανύσµατα σπιν

X+ = [ 1

0
] και X− = [ 0

1
]

είναι ιδιοδιανύσµατα του τελεστή σ̂z για τις ιδιοτιµές 1 και -1 αντίστοιχα και αποτελούν µία ϐάση του

ερµητιανού χώρου των διανυσµάτων σπιν.

Κάθε διάνυσµα σπιν X = [ a
β
] γράφεται στη µορφή

X = a[ 1

0
] + β [ 0

1
] = aX+ + βX−,

οπότε από τα αξιώµατα της κβαντικής προκύπτει :

Παρατήρηση 12.8 Οι πιθανότητες Pz+, Pz− το σπιν να ϐρεθεί παράλληλο στον +z ή στον −z
ηµιάξονα είναι ίσες µε τα τετράγωνα των µέτρων του πάνω και κάτω στοιχείου του διανύσµατος σπιν

του αντίστοιχα.

Επειδή τα διανύσµατα σπιν είναι πάντα κανονικοποιηµένα

<X,X >= 1,

οπότε από τα αξιώµατα της κβαντικής προκύπτει ότι :

Παρατήρηση 12.9 Ο τελεστής σ̂n της προβολής του σπιν στην κατεύθυνση του µοναδαίου δια-

νύσµατος

n̂ = (n1, n2, n3)
είναι n̂ = n1σ̂x + n2σ̂y + n3σ̂z,

όπου σ̂x, σ̂y, σ̂z οι πίνακες Pauli (12.10).
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Παράδειγµα 12.11 Να ϐρεθούν τα ιδιοδιανύσµατα του τελεστή

σ̂n = nxσ̂x + nyσ̂y + nzσ̂z
της προβολής του σπιν στην κατεύθυνση του µοναδιαίου διανύσµατος

n̂ = (nx, ny, nz)
που σχηµατίζει γωνίες ϕ και θ µε τους άξονες x και z αντίστοιχα.

Λύση
Το µοναδιαίο διάνυσµα που σχηµατίζει γωνίες ϕ και θ µε τους άξονες x και z αντίστοιχα είναι

n⃗ = sin θ cosϕ î + sin θ sinϕ ĵ + cos θ k̂,

οπότε ο πίνακας του τελεστή σ̂n είναι

σ̂n = n⃗ ⋅ ˆ⃗σ = sin θ cosϕ σ̂x + sin θ sinϕ σ̂y + cos θ σ̂z
= sin θ cosϕ[ 0 1

1 0
] + sin θ sinϕ[ 0 −i

i 0
] + cos θ [ 1 0

0 −1 ]
= [ cos θ sin θe−iϕ

sin θeiϕ −cosθ ]
Οι ιδιοτιµές του τελεστή σ̂n είναι 1 και − 1 .

Αν Xn+ = [ aβ ]
το ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂n για την ιδιοτιµή 1, τότε

σ̂nXn+ =Xn+

ή [ cos θ sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ ] [ a
β
] = [ a

β
]

ή [ a cos θ + β sin θe−iϕ
a sin θeiϕ − β cos θ ] = [ aβ ]

ή
a cos θ + βsinθe−iϕ = a

a sin θeiϕ − βcosθ = β

Το σύστηµα αυτό είναι αόριστο (όπως κάθε σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει από ένα πρόβληµα ιδιο-

τιµών) και ισοδυναµεί µε µία από τις δύο εξισώσεις του. Η πρώτη από αυτές γράφεται στη µορφή

(1 − cos θ)a = β sin θe−iϕ ή a sin
θ

2
= β cos θ

2
e−iϕ (i)

Εύκολα µπορεί να δει κανείς οτι η (i) ικανοποιείται για

a = cos θ
2

και β = sin θ
2
eiϕ.

και ότι ∣a∣2 + ∣β∣2 = 1
οπότε Xn+ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cos

θ

2

sin
θ

2
eiϕ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οµοια, ϐρίσκουµε ότι το ιδιοδιάνυσµα Xn− του σ̂n που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1, είναι

Xn− =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

sin
θ

2

− cos θ
2
eiϕ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Παράδειγµα 12.12 Να ϐρεθούν τα ιδιοδιανύσµατα των τελεστών σ̂x, σ̂y των x και y συνιστωσών

του σπιν.

Λύση
Η συνιστώσα x του σπιν είναι η προβολή του σπιν κατά µήκος του µοναδιαίου διανύσµατος που σχηµατίζει

γωνίες θ = π
2

και ϕ = 0 µε τους άξονες z και x αντίστοιχα. Αρα, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 12.12, τα

ιδιοδιανύσµατα του τελεστή σ̂x για τις ιδιοτιµές 1 και −1, Xx+ και Xx− είναι (θ = π
2

και ϕ = 0)

Xx+ = 1√
2
[ 1

1
] , Xx− = 1√

2
[ 1−1 ]

Η συνιστώσα y του σπιν είναι η προβολή του σπιν κατά µήκος του µοναδιαίου διανύσµατος που σχηµατίζει

γωνίες θ = π
2

και ϕ = π
2

µε τους z και x άξονα αντίστοιχα, οπότε τα ιδιοδιανύσµατα του σ̂y προκύπτουν

από το Παράδειγµα 12.12 για θ = π
2

και ϕ = π
2

.

Xy+ = 1√
2
[ 1

i
] , Xy− = 1√

2
[ 1−i ]

Παράδειγµα 12.13 Να ϐρεθεί η µέση τιµή της ενέργειας ενός ηλεκτρονίου µε διάνυσµα σπιν

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−i√3

2

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
που ϐρίσκεται µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ = B0êy, οπότε ο αντίστοιχος της ενέργειας τελεστής είναι

Ĥ = cB0σ̂y = cB0 [ 0 −i
i 0

] , c σταθερά.

Λύση
Η µέση τιµή της ενέργειας του ηλεκτρονίου είναι (<X,X >= 1)

< E > = (X∗)T ĤX = [i√3
2

1

2
] cB0 [ 0 −i

i 0
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−i√3

2

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= [i√3

2

1

2
] cB0 [ 0 −i

i 0
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−i√3

2

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= cB0 [i

√
3

2

1

2
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−i1
2√
3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= cB0 [i

√
3

2
(−i1

2
) + 1

2

√
3

2
] = √3

2
cB0
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Παρατήρηση 12.10 Η πιθανότητα το σπιν ενός σωµατιδίου µε διάνυσµα σπιν Χ να ϐρεθεί παράλ-

ληλο στο διάνυσµα n⃗ είναι

Pn+ = ∣<Xn+,X >∣2 , (12.12)

όπου Xn+ το ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂n για την ιδιοτιµή 1 και η πιθανότητα το σπιν να ϐρεθεί

παράλληλο στην κατεύθυνση του διανύσµατος −n⃗ είναι

Pn− = ∣<Xn−,X >∣2 , (12.13)

όπου Xn− το ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂n για την ιδιοτιµή −1 (ϐλ. Παράδειγµα 12.11).

Η µέση τιµή της προβολής του σπιν στην κατεύθυνση του διανύσµατος n⃗ είναι

⟨σ̂n⟩ =<X, σ̂nX > . (12.14)

Επειδή οι ιδιοτιµές του σ̂n είναι ±1, από τον ορισµό της µέσης τιµής προκύπτει ότι

⟨σ̂n⟩ = 2Pn+ − 1. (12.15)

Παράδειγµα 12.14 α) Να υπολογισθούν οι µέσες τιµές των τελεστών σ̂x, σ̂y και σ̂z για ένα σωµατίδιο

µε διάνυσµα σπιν

X = 1

2
[ 1√

3
]

ϐ) Να ϐρεθούν οι πιθανότητες το σπιν του ηλεκτρονίου να ϐρεθεί παράλληλο:

i) µε τον ηµιάξονα −x, ii) µε τον ηµιάξονα +y.
Λύση
α) Η µέση τιµή του σ̂x γιά ένα σωµατίδιο µε διάνυσµα σπιν Χ είναι

⟨σ̂x⟩ = ⟨X, σ̂xX⟩ (i)
Επειδή

σ̂xX = [ 0 1

1 0
] 1

2
[ 1√

3
] = 1

2
[ √3

1
]

η (i) δίνει

⟨σ̂x⟩ = ⟨X, σ̂xX⟩ = 1

2
[1 √3] 1

2
[ √3

1
] = 2

√
3

4
=
√
3

2

`Οµοια ⟨σ̂y⟩ = ⟨X, σ̂yX⟩ (ii)
σ̂yX = [ 0 −i

i 0
] 1

2
[ 1√

3
] = 1

2
[ −i√3

i
]

οπότε η (ii) δίνει

⟨σ̂y⟩ = ⟨X, σ̂yX⟩ = 1

2
[1 √3] 1

2
[ −i√3

i
] = 0

Τελος, η ⟨σ̂z⟩ είναι

⟨σ̂z⟩ = 2 ∣1
2
∣2 − 1 = −1

2

ϐ) i) Η πιθανότητα το σπιν του ηλεκτρονίου να ϐρεθεί παράλληλο µε τον ηµιάξονα −x είναι ίση µε

Pi = ∣<Xx−,X >∣2, (i)
όπου X−x το ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂x για την ιδιοτιµή −1.

Στο Παράδειγµα 12.12 δείχνουµε ότι

Xx− = 1√
2
[ 1−1 ],

οπότε το ερµητιανό γινόµενο της (i) είναι

<Xx−,X >=X∗x−X = 1√
2
[1 − 1] 1

2
[ 1√

3
] = ( 1

2
√
2
)2 [12 + (−1)2] = 2

8
= 1

4
,

`Ετσι, η (i) γίνεται
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Pi = ∣< 1

4
>∣2 = 1

16
.

ii) Η πιθανότητα το σπιν του ηλεκτρονίου να ϐρεθεί παράλληλο µε τον ηµιάξονα +y είναι ίση µε

Pi = ∣<Xy+,X >∣2, (i)
όπου Xy+ το ιδιοδιάνυσµα του τελεστή σ̂y για την ιδιοτιµή 1.

Στο Παράδειγµα 12.12 δείχνουµε ότι

Xy+ = 1√
2
[ 1

i
]

οπότε το ερµητιανό γινόµενο της (i) είναι

<Xy+,X >=X∗y+X 1√
2
[1 i] 1

2
[ 1√

3
] = 1

2
√
2
(1 − i√3),

`Ετσι, η (i) γίνεται

Pi = ∣ 1

2
√
2
(1 − i√3)∣2 = ( 1

2
√
2
)2 [12 + (√3)2] = 4

8
= 1

2
.

Παράδειγµα 12.15 Να ϐρεθούν :

α) Οι πίνακες των τελεστών των τετραγώνων των συνιστωσών του σπιν, σ̂2x, σ̂2y και σ̂2z .

ϐ) Οι ιδιοτιµές τους.

γ) Η µέση τιµή τους για ένα σωµάτιο µε διάνυσµα σπιν X = [ a
β
].

Λύση
α) Ο πίνακας του τελεστή σ̂2x ισούται µε το τετράγωνο του πίνακα του σ̂x

σ̂2x = [ 0 1

1 0
]2 = [ 1 0

0 1
]

`Οµοια προκύπτει

σ̂2y = σ̂2z = [ 1 0

0 1
]

ϐ) Επειδή οι µόνες ιδιοτιµές των σ̂x, σ̂y, σ̂z είναι οι 1,−1, καθένας από τους τελεστές σ̂2x, σ̂2y, σ̂2z έχει µόνον

µία ιδιοτιµή την (±1)2 = 1.

γ) Επειδή η µόνη ιδιοτιµή των τελεστών σ̂2x, σ̂2y, σ̂2z είναι 1, η µέση τιµή τους για οποιοδήποτε διάνυσµα

σπιν είναι ⟨σ̂2x⟩ = ⟨σ̂2y⟩ = ⟨σ̂2z⟩ = 1
Παράδειγµα 12.16 Να ϐρεθούν οι δυνατές τιµές της ενέργειας ενός ηλεκτρονίου µέσα σε µαγνητικό

πεδίο

B⃗ = B0êz

όπου ο τελεστής της ενέργειας του είναι

Ĥ = cB0σ̂z = cB0 [ 1 0

0 −1 ] , c σταθερά.

Λύση
Σύµφωνα µε τα κβαντικά αξιώµατα οι δυνατές τιµές της ενέργειας του ηλεκτρονίου είναι οι ιδιοτιµές του

τελεστή της ενέργειας Ĥ.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του τελεστή Ĥ είναι

PH(λ) = (cB0 − λ)(−cB0 − λ),
οπότε οι δυνατές τιµές της ενέργειας του ηλεκτρονίου είναι (ιδιοτιµές του Ĥ )

λ = cB0 και λ = −cB0.
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Παράδειγµα 12.17 Να ϐρεθούν οι δυνατές τιµές της ενέργειας ενός ηλεκτρονίου που ϐρίσκεται

µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ = B0x⃗0, οπότε ο τελεστής ενέργειάς του είναι

Ĥ = cB0σ̂x = cB0 [ 0 1

1 0
] , c σταθερά

και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα.

Λύση
Οι δυνατές τιµές της ενέργειας του ηλεκτρονίου είναι οι ιδιοτιµές του τελεστή ενέργειας, οι οποίες είναι

ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

∣H − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ −λ cB0

cB0 −λ ∣ = 0 ⇔ λ2 − (cB0)2 = 0
⇔ λ = cB0 ή λ = −cB0

Το αντίστοιχο της ιδιοτιµής λ1 = cB0 ιδιοδιάνυσµα

X = [ u1
u2
] , u2

1
+ u2

2
= 1

προκύπτει από το σύστηµα

ĤX = λ1X ⇔ [ 0 cB0

cB0 0
][ u1

u2
] = cB0 [ u1u2 ] ⇔ [ cB0u2

cB0u1
] = [ cB0u1

cB0u2
]

⇔ cB0u1 = cB0u2 ⇔ u1 = u2
οποτε, λόγω και του ότι u2

1
+ u2

2
= 1,

u1 = u2 = 1√
2

και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι

X1 = 1√
2
[ 1

1
].

`Οµοια, προκύπτει ότι το αντίστοιχο της ιδιοτιµής λ2 = −cB0 ιδιοδιάνυσµα είναι το

X2 = 1√
2
[ 1−1 ].

Παράδειγµα 12.18 α) Να δειχθεί ότι :

σ̂+X+ = 0⃗, σ̂+X− =X+, σ̂−X+ =X−, σ̂−X− = 0⃗,

όπου σ̂+ και σ̂− οι τελεστές αναβίβασης και καταβίβασης

σ̂+ = [ 0 1

0 0
] , σ̂− = [ 0 0

1 0
]

και X+ = [ 1

0
] και X− = [ 0

1
]

τα ιδιοδιανύσµατα του τελεστή σ̂z για τις ιδιοτιµές −1 και 1 αντίστοιχα.

ϐ) Να δειχθεί ότι για τους τελεστές του σπιν ισχύει :

i) σ̂2x + σ̂2y + σ̂2z = 3I,

όπου I η ταυτοτική απεικόνιση (IX =X, για κάθε X).

ii) σ̂iσ̂j + σ̂jσ̂i = 0, i ≠ j,
όπου 0 η µηδενική απεικόνιση (0X = 0⃗, για κάθε X).

Λύση
α) Οι εικόνες των διανυσµάτων X+ και X− για τους τελεστές σ̂+ και σ̂− είναι
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σ̂+X+ = [ 0 1

0 0
] [ 1

0
] = [ 0

0
] = 0

σ̂+X− = [ 0 1

0 0
] [ 0

1
] = [ 1

0
] =X+

σ̂−X+ = [ 0 0

1 0
] [ 1

0
] = [ 0

1
] =X−

σ̂−X− = [ 0 0

1 0
] [ 0

1
] = [ 0

0
] = 0

ϐ) i) Οι πίνακες σ̂2x, σ̂
2
y , σ̂

2
z είναι

σ̂2x = [ 0 1

1 0
] [ 0 1

1 0
] = [ 1 0

0 1
]

σ̂2y = [ 0 −i
i 0

][ 0 −i
i 0

] = [ 1 0

0 1
]

σ̂2z = [ 1 0

0 −1 ][ 1 0

0 −1 ] = [ 1 0

0 1
]

οπότε ο πίνακας του τελεστή σ̂2x + σ̂2y + σ̂2z είναι

[ 1 0

0 1
] + [ 1 0

0 1
] + [ 1 0

0 1
] = 3[ 1 0

0 1
] = 3I,

όπου I ο 2 × 2 µοναδιαίος πίνακας. Εποµένως

σ̂2x + σ̂2y + σ̂2z = 3I,
όπου I η ταυτοτική απεικόνιση (IX =X, για κάθε X).

ii) Θα δείξουµε τη σχέση για i = 1 και j = 2.

Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης σ̂xσ̂y + σ̂yσ̂x είναι

σ̂xσ̂y + σ̂yσ̂x = [ 0 1

1 0
] [ 0 −i

i 0
] + [ 0 −i

i 0
][ 0 1

1 0
] = [ i 0

0 −i ] + [ −i 0

0 i
]

= [ 0 0

0 0
]

οπότε σ̂xσ̂y + σ̂yσ̂x = 0,

όπου 0 η µηδενική απεικόνιση.

`Οµοια γίνεται η απόδειξη και για τις άλλες περιπτώσεις.

Παράδειγµα 12.19 α) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του τελεστή

Â = σ̂x + σ̂y
ϐ) Το διάνυσµα σπιν ενός σωµατιδίου είναι το ιδιοδιάνυσµα του τελεστή Â που αντιστοιχεί στη µεγα-

λύτερη ιδιοτιµή του. Να υπολογιστεί η πιθανότητα το σπίν του σωµατιδίου να ϐρεθεί παράλληλο µε

τον :

i) ηµιάξονα +z, ii) ηµιάξονα +x;

Λύση
Αντικαθιστώντας τους πίνακες των τελεστών σ̂x, σ̂y ϐρίσκουµε τον πίνακα του τελεστή Â,

A = [ 0 1

1 0
] + [ 0 −i

i 0
] = [ 0 1 − i

1 + i 0
]

Ονοµάζοντας a τις ιδιοτιµές και
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Xa = [ xy ] , ∣x∣2 + ∣y∣2 = 1
τα ιδιοδιανύσµατα του τελεστή Â, ισχύει

AXa = aXa (i)
ή AXa = [ 0 1 − i

1 + i 0
] [ x

y
] = [ (1 − i)y(1 + i)x ]

οπότε η (i) γίνεται

[ (1 − i)y(1 + i)x ] = a[ xy ]
Απο τη σχέση αυτή προκύπτει το σύστηµα

(1 − i)y = ax(1 + i)x = ay

το οποίο έχει µη-µηδενικές λύσεις αν

∣ a −(1 − i)−(1 + i) a
∣ = 0

ή a2 − 2 = 0 ή a1 =
√
2, a2 = −√2

Αντικαθιστώντας την ιδιοτιµή a1 =
√
2 παρατηρούµε ότι το σύστηµα ισοδυναµεί µε την εξίσωση

x = (1 − i)y√
2

.

Από την σχέση αυτή και την συνθήκη ∣x∣2 + ∣y∣2 = 1 παίρνουµε

∣(1 − i)y√
2
∣2 + y2 = 1 ή y = 1√

2

και x = (1 − i)
2

οπότε το αντίστοιχη της a1 =
√
2 ιδιοδιάνυσµα είναι

X1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(1 − i)
2

1√
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία ϐρίσκουµε ότι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή a2
είναι

X2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−(1 − i)

2

1√
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) i) Η πιθανότητα P+ να ϐρεθεί το σπιν του σωµατιδίου παράλληλο µε τον +z−άξονα είναι ίση µε απο το

τετράγωνο του µέτρου του “πάνω” στοιχείου του διανύσµατος σπιν, οπότε

P+ = ∣(1 − i)
2
∣2 = 1

2
.

ii) Η πιθανότητα Px+ να ϐρεθεί το σπιν παράλληλο µε τον άξονα +x είναι

Px+ = ∣⟨Xx+,X⟩∣2 (v)
οπου Xx+ = 1√

2
[ 1

1
]

το ιδιοδιάνυσµα του σ̂x για την ιδιοτιµή 1 και
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XA+ =X ≡X1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(1 − i)
2

1√
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
το διάνυσµα σπιν του σωµατιδίου.

⟨Xx+,X⟩ =X∗x+X = 1√
2
[1 1]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(1 − i)
2

1√
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1√

2
((1 − i)

2
+ 1√

2
) = 1√

2
((1 +√2 − i)

2
)

Ετσι η (v) δίνει

Px+ = ∣⟨Xx+,X⟩∣2 = ∣ 1√
2
((1 +√2 − i)

2
)∣2 = (2 +√2)

4

Παρατήρηση 12.11 Σε πολλές περιπτώσεις οι υπολογισµοί γίνονται πολύ εύκολα αν εκφράσουµε

τους τελεστές σ̂x, σ̂y συναρτήσει των τελεστών αναβίβασης και καταβίβασης, µε την ϐοήθεια των

σχέσεων :

σ̂x = σ̂+ + σ̂−
2

, σ̂y = σ̂+ − σ̂−
2i

,

οι οποίες προκύπτουν εύκολα από τις (12.11).

Παράδειγµα 12.20 Θεωρούµε ηλεκτρόνιο του οποίου το σπιν του ηλεκτρονίου είναι παράλληλο

µε τον αρνητικό ηµιάξονα −z, δηλαδή το διάνυσµα σπιν είναι το ιδιοδιάνυσµα X− του τελεστή σ̂z
που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −1. Να ϐρεθούν οι µέσες τιµές των προβολών του σπιν κατά µήκος

των αξόνων x και y (µέσες τιµές των τελεστών σ̂x και σ̂y ) καθώς και των τετραγώνων των προβολών

αυτών.

Λύση
Επειδή το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου είναι το ιδιοδιάνυσµα X− του τελεστή σ̂z που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή −1, η µέση τιµή της συνιστώσας x του σπιν του είναι

⟨σ̂x⟩ = ⟨X−, σ̂xX−⟩. (i)
Εκφράζουµε τον τελεστή σ̂x συναρτήσει των τελεστών σ̂+, σ̂−

σ̂x = σ̂+ + σ̂−
2

οπότε η (i) γίνεται

⟨σ̂x⟩ = ⟨X−, σ̂+ + σ̂−
2

X−⟩ = 1

2
{⟨X−, σ̂+X−⟩ + ⟨X−, σ̂−X−⟩} (ii)

Επειδή σ̂+X− =X+, σ̂−X− = 0
και λόγω της ορθογωνιότητας των X+, X− η (ii) γίνεται

⟨σ̂x⟩ = ⟨X−,X+⟩ = ⟨X−,X+⟩ = 0
Επειδή σ̂y = σ̂+ − σ̂−

2i
η µέση τιµή της συνιστώσας y του σπιν του σωµατιδίου είναι

⟨σ̂y⟩ = ⟨X−, σ̂+ − σ̂−
2i

X−⟩ = 1

2i
{⟨X−, σ̂+X−⟩ − ⟨X−, σ̂−X−⟩}

= 1

2i
⟨X−,X+⟩ = 0

Επειδή η µόνη ιδιοτιµή των τελεστών σ̂2x, σ̂2y , σ̂2z είναι 1, η µέση τιµή τους σε οποιαδήποτε περίπτωση

είναι ⟨σ̂2x⟩ = ⟨σ̂2y⟩ = ⟨σ̂2z⟩ = 1.
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∆ιανύµατα σπιν µποζονίων του C3

Η κατάσταση του σπιν ενός µποζονίου περιγράφεται από ένα διάνυσµα (πίνακα στήλη 3 × 1) τριών

µιγαδικών αριθµών και τα σχετικά µε το σπιν ϕυσικά µεγέθη αντιστοιχούν σε τελεστές (γραµµικές

απεικονίσεις) του τρισδιάστατου ερµητιανού χώρου C3, που περιγράφονται από πίνακες 3 × 3.

Οι τελεστές των συνιστωσών του spin ενός µποζονίου είναι

Sx =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

1 0 1

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Sy = 1√

2i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0−1 0 1

0 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και Sz =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 0 0

0 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(12.16)

Οι τελεστές πολλών ϕυσικών µεγεθών για ένα µποζόνιο εκφράζονται συναρτήσει αυτών των τελεστών.

Για παράδειγµα ο τελεστής της ενέργειας ενός µποζονίου που ϐρίσκεται µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ =
B0êz (παράλληλο στον άξονα z) είναι

Ĥ = cB0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 0 0

0 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, c σταθερά.

Παράδειγµα 12.21 Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι ιδοσυναρτήσεις των τελεστών Sx, Sy και Sz του

spin ενός µποζονίου

Λύση
Οι ιδιοτιµές του Sx προκύπτουν από την εξίσωση

∣Sx − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−λ 1√
2

0

1√
2
−λ 1√

2

0
1√
2
−λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ −λ

RRRRRRRRRRRRRRRRR
−λ 1√

2
1√
2
−λ
RRRRRRRRRRRRRRRRR
− 1√

2

RRRRRRRRRRRRR
1√
2

1√
2

0 −λ
RRRRRRRRRRRRR = 0

⇔ −λ(λ2 − 1

2
) + λ

2
= 0 ⇔ λ (−λ2 + 1) = 0

⇔ λ = 0 ή ± 1
’ρα οι ιδιοτιµές του Sx είναι

λ1 = −1, λ2 = 0 και λ3 = 1
Για λ1 = −1, οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις X−1,x = [ x1 x2 x3 ] προκύπτουν από το σύστηµα

x1 + 1√
2
x2 = 0

1√
2
x1 + x2 + 1√

2
x3 = 0

1√
2
x2 + x3 = 0

Η λύση του συστήµατος είναι

x1 = − 1√
2
x2 και x3 = − 1√

2
x2

οπότε

X−1,x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
2

1√
2

−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για λ1 = 0, προκύπτει το σύστηµα
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1√
2
x2 = 0

1√
2
x1 + 1√

2
x3 = 0

1√
2
x2 = 0

από το οποίο προκύπτει

x2 = 0 και x3 = −x1
οπότε η κανονικοποιηµένη ιδιοσυνάρτηση είναι

X0,x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1√
2

0

− 1√
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για λ1 = 1, προκύπτει το σύστηµα

−x1 + 1√
2
x2 = 0

1√
2
x1 − x2 + 1√

2
x3 = 0

1√
2
x2 − x3 = 0

από το οποίο προκύπτει

x1 = 1√
2
x2 και x3 = 1√

2
x2

οπότε η κανονικοποιηµένη ιδιοσυνάρτηση είναι

X1,x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1√
2

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του Sy προκύπτουν από την εξίσωση

∣Sy − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−λ − i√
2

0

i√
2

−λ − i√
2

0
i√
2

−λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0

⇔ −λ
RRRRRRRRRRRRRRRRR
−λ − i√

2
i√
2

−λ
RRRRRRRRRRRRRRRRR
+ i√

2

RRRRRRRRRRRRR
i√
2

i√
2

0 −λ
RRRRRRRRRRRRR = 0

⇔ −λ(λ2 − 1

2
) + i√

2
(− i√

2
λ) = 0

⇔ −λ(λ2 − 1

2
) + λ

2
= 0

⇔ −λ (λ2 − 1) = 0 ⇔ λ = 0 ή ± 1
’ρα οι ιδιοτιµές του Sy είναι
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λ1 = −1, λ2 = 0 και λ3 = 1
Για λ1 = −1, προκύπτει το σύστηµα

x1 − i√
2
x2 = 0

i√
2
x1 + x2 − i√

2
x3 = 0

i√
2
x2 + x3 = 0

από το οποίο προκύπτει

x1 = i√
2
x2 και x3 = − i√

2
x2

οπότε η κανονικοποιηµένη ιδιοσυνάρτηση είναι

X−1,y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

i

2

1√
2

− i
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για λ1 = 0, προκύπτει το σύστηµα

− i√
2
x2 = 0

i√
2
x1 − i√

2
x3 = 0

i√
2
x2 = 0

από το οποίο προκύπτει

x2 = 0 και x1 = x3
οπότε η κανονικοποιηµένη ιδιοσυνάρτηση είναι

X0,y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1√
2

0

1√
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για λ1 = 1, προκύπτει το σύστηµα

−x1 − i√
2
x2 = 0

i√
2
x1 − x2 − i√

2
x3 = 0

i√
2
x2 − x3 = 0

από το οποίο προκύπτει

x1 = 0, x2 = 0 και x3 = 0
οπότε η κανονικοποιηµένη ιδιοσυνάρτηση είναι

X1,y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− i
2

1√
2

i

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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΄Οµοια, οι ιδιοτιµές του Sz προκύπτουν από την εξίσωση

∣Sy − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 0 0

0 −λ 0

0 0 −1 − λ
RRRRRRRRRRRRRR
= 0

⇔ (1 − λ)(−λ)(−1 − λ) = 0
⇔ λ = 0 ή ± 1

’ρα, οι ιδιοτιµές του Sx είναι

λ1 = −1, λ2 = 0 και λ3 = 1

Για λ1 = −1, προκύπτει το σύστηµα

2x1 = 0

x2 = 0
⇔ x1 = x2 = 0

οπότε η ιδιοσυνάρτηση αυτή είναι

X−1,z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Οµοια για λ1 = 0 και λ1 = 1 προκύπτουν οι ιδιοσυναρτήσεις

X0,z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και X1,z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Παράδειγµα 12.22 Να δειχθεί ότι για τους συντελεστές αναβίβασης και καταβίβασης του spin ενός

µποζονίου

S+ =
√
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και S− =

√
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0

1 0 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ισχύει :

S+X−1 =
√
2X0, S+X0 =

√
2X1 και S+X1 = 0

S−X−1 = 0, S−X0 =
√
2X−1 και S−X1 =

√
2sX0

όπου X−1,X0 και X1 οι ιδιοσυναρτήσεις του Sz για τις ιδιοτιµές −1,0 και 1 αντίστοιχα (ϐλ. Πα-

ϱάδειγµα 12.21).

Λύση
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S+X−1 = √2
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2X0

S+X0 = √2
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2X1

S+X1 = √2
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

S−X−1 = √2
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0

1 0 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

S−X0 = √2
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0

1 0 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2X−1

S−X1 = √2
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0

1 0 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=√2X0

12.8 Λυµένες ασκήσεις

΄Ασκηση 12.1 Να ϐρεθει η µέση τιµή των µετρήσεων της συνιστώσας z της στροφορµής L̂z γιά ένα

σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση

y = 2Y−1 − Y0 + (1 − 2i)Y1 − (2 + 3i)Y2,

όπου Ym οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή L̂z για τις ιδιοτιµές mh̵.

Λύση
Η µέση τιµή των µετρήσεων της συνιστώσας z της στροφορµής για το σωµατίδιο αυτό είναι

< L̂z >= ∣2∣2(−h̵) + ∣ − 1∣20 + ∣(1 − 2i)∣2h̵ + ∣ − (2 + 3i)∣22h̵∣2∣2 + ∣ − 1∣2 + ∣(1 − 2i)∣2 + ∣ − (2 + 3i)∣2 = 27

23
h̵

΄Ασκηση 12.2 Να ϐρεθει η µέση τιµή της ενέργειας γιά ένα σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση

ψ = 2Y−1 − Y0 + (1 − 2i)Y1 − (2 + 3i)Y2,

όπου Ym οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή L̂z για τις ιδιοτιµές mh̵, αν ο τελεστής Hamilton του σωµα-

τιδίου είναι

Ĥ = cL̂2
z, c σταθερά.

Λύση
Σύµφωνα µε την Πρόταση 9.8, οι Yn είναι ιδιοσυναρτήσεις και του τελεστή Ĥ για τις ιδιοτιµές

ǫn = cn2h̵2
Εποµένως η µέση τιµή της ενέργειας του σωµατίδιου είναι
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< E > = ∣2∣2c(−1)2h̵2 + ∣ − 1∣2c0h̵2 + ∣(1 − 2i)∣2ch̵2 + ∣ − (2 + 3i)∣2c22h̵2∣2∣2 + ∣ − 1∣2 + ∣(1 − 2i)∣2 + ∣ − (2 + 3i)∣2
= 61

23
ch̵2

΄Ασκηση 12.3 Η κυµατοσυνάρτηση ενός σωµατιδίου είναι

ψ(ϕ) = A cosϕ, 0 ≤ ϕ < 2π, A σταθερά.

Να υπολογιστεί η σταθερά Α ώστε η ψ(ϕ) να είναι κανονικοποιηµένη.

Λύση
Η σταθερά C προκύπτει από την συνθήκη κανονικοποίησης της ψ(ϕ)

⟨ψ(ϕ), ψ(ϕ)⟩ = 1 (i)
Για να υπολογίσουµε το ερµητιανό γινόµενο ⟨ψ(ϕ), ψ(ϕ)⟩ εκφράζουµε την ψ(ϕ) ως γραµµικό συνδυασµό

ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή L̂z,

Ym = 1√
2π
eimϕ, m ∈ Z

Επειδή ψ(ϕ) = A cosϕ = A eiϕ + e−iϕ
2

, (ii)
η ψ(ϕ) µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός των Y1 και Y−1.

Y1 = 1√
2π
eiϕ ⇔ eiϕ =√2πY1

Y−1 = 1√
2π
e−iϕ ⇔ e−iϕ =√2πY−1,

οπότε η (ii) γίνεται

ψ(ϕ) = √2πA
2

(Y1 + Y−1)
Εποµένως,

⟨ψ(ϕ), ψ(ϕ)⟩ = ∣√2πA
2
∣2 + ∣√2πA

2
∣2 = πA2.

΄Ασκηση 12.4 Να υπολογιστούν οι πιθανότητες µιά µέτρηση της συνιστώσας z της στροφορµής για

ένα σωµατίδιο µε κυµατοσυνάρτηση

ψ(ϕ) = A cosϕ, 0 ≤ ϕ < 2π, A σταθερά.

να δώσει : i) 0, ii) h̵, iii) 3h̵.

Λύση
Η ψ(ϕ) γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή L̂z,

ψ(ϕ) =√π

2
A (Y1 + Y−1)

Στο ανάπτυγµα αυτό της κυµατοσυνάρτησης του σωµατιδίου σε σειρά ιδιοσυναρτήσεων του L̂z δεν εµφα-

νίζονται οι ιδιοσυναρτήσεις Y0(ϕ) και Y3(ϕ) οπότε οι πιθανότητες R0 και R3 των ιδιοτιµών 0 και 3h̵ είναι

µηδέν, ενώ η πιθανότητα της ιδιοτιµής h̵ είναι

P1 =
∣√π

2
A∣2

∣√π

2
A∣2 + ∣√π

2
A∣2 =

1

2
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΄Ασκηση 12.5 Να ϐρεθεί η µέση τιµή της συνιστώσας z της στροφορµής για ένα σωµατίδιο µε κυµα-

τοσυνάρτηση

ψ(ϕ) = A cosϕ, 0 ≤ ϕ < 2π, A σταθερά.

Λύση
Ισχύει

< L̂z >=
⟨ψ, L̂zψ⟩
< ψ,ψ > .

Το εσωτερικό γινόµενο του παρονοµαστή είναι

⟨ψ,ψ⟩ = ∫ 2π

0

A2
cos

2ϕdϕ = πA2

ενώ το εσωτερικό γινόµενο του αριθµητή είναι

⟨ψ, L̂zψ⟩ = ∫ 2π

0

A cosϕ (−ih̵ d

dϕ
) A cosϕdϕ = −ih̵A2∫

2π

0

Acosϕ (− sinϕ)dϕ
= ih̵A2

2
∫

2π

0

sin2ϕdϕ = 0
Εποµένως ⟨L̂z⟩ = 0.

Β΄ λύση

Η µέση τιµή ⟨L̂z⟩ ϐρίσκεται εύκολα αν εκφράσουµε την ψ(ϕ) ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοσυναρ-

τήσεων του τελεστή L̂z. Η ψ(ϕ) γράφεται στη µορφή

ψ(ϕ) =√π

2
A (Y1 + Y−1),

οπότε οι µόνες τιµές που προκύπτουν από µία µέτρηση της συνιστώσας z της στροφορµής για το σωµάτιο

αυτό είναι h̵ και −h̵. Εποµένως αν ονοµάσουµε P1 και P−1 τις πιθανότητες των ιδιοτιµών h̵ και −h̵
P1 +P−1 = 1

και ⟨L̂z⟩ = P1h̵ +P−1 (−h̵).
Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 12.3,

P1 =
∣√π

2
A∣2

∣√π
2
A∣2 + ∣√π

2
A∣2 =

1

2

Επίσης, P1 + P−1 = 1 ⇔ P−1 = 1 − P1 = 1

2

Εποµένως, ⟨L̂z⟩ = P1h̵ + P2 (−h̵) = 1

2
h̵ − 1

2
h̵ = 0

΄Ασκηση 12.6 Η κυµατοσυνάρτηση ενός σωµάτιου είναι

ψ(ϕ) = 2cosϕ + cos 2ϕ, 0 ≤ ϕ < 2π, A σταθερά.

Για το σωµατίδιο αυτό να ϐρεθούν :

α) η πιθανότητα µια µέτρηση της συνιστώσας z της στροφορµής Lz να δώσει : i) h̵, ii)2h̵, iii)3h̵
και iv)0.

ϐ) η µέση τιµή των µετρήσεων : i) της Lz, ii) του τετραγώνου της στροφορµής L2

z.

Λύση
Εκφράζουµε την κυµατοσυνάρτηση του σωµατιδίου ψ(ϕ) ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοσυναρτήσεων

του τελεστή L̂z,

Ym = 1√
2π
eimϕ, m ∈ Z.

Λόγω της µορφής του, ο πρώτος όρος της ψ γράφεται

2cosϕ = eiϕ + e−iϕ (i)
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οπότε µπορεί να εκφραστεί ως γραµικός συνδυασµός των Y1(ϕ) και Y−1(ϕ).
Y1 = 1√

2π
eiϕ ⇔ eiϕ = σ2πY1

Y−1 = 1

σ2π
e−iϕ ⇔ e−iϕ = σ2πY−1

Ετσι η (i) δίνει

2cosϕ = (√2πY1 +√2πY−1) (ii)
Επειδή

cos 2ϕ = e
i2ϕ + e−2iϕ

2
(iii)

ο δεύτερος όρος µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των Y2(ϕ) και Y−2(ϕ).
Y2 = 1√

2π
e2iϕ ⇔ e2iϕ =√2πY2

Y−2 = 1√
2π
e−2iϕ ⇔ e−2iϕ =√2πY−2

οπότε η (iii) γίνεται

cos 2ϕ = 1

2
(√2πY2 +√2πY−2) (iv)

Λόγω των (ii) και (iv) η ψ γράφεται ως

ψ =√2π Y1 +√2π Y−1 +√ϕ

2
Y2 +√ϕ

2
Y−2 ()

Στο ανάπτυγµα (v) της ψ δεν εµφανίζονται οι ιδιοσυναρτήσεις Y0(ϕ) και Y3(ϕ) οπότε, σύµφωνα µε την

Παρατήρηση 12.3, οι πιθανότητες των ιδιοτιµών 0 και 3h̵ είναι µηδέν.

Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 12.3, η πιθανότητα της ιδιοτιµής h̵ είναι

P1 =
∣√2π∣2

∣√2π∣2 + ∣√2π∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 =

2

5
,

ενώ η πιθανότητα της ιδιοτιµή 2h̵ είναι

P2 =
∣√ϕ

2
∣2

∣√2π∣2 + ∣√2π∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 =

1

10

ϐ) Η µέση τιµή ⟨L̂z⟩ µπορεί να υπολογιστεί πιο εύκολα από την σχέση

⟨L̂z⟩ = ∑
m

(Pmmh̵)
όπου Pm οι πιθανότητες των ιδιοτιµών mh̵ του Lz. Λόγω της (v), οι µόνες ιδιοτιµές µε µη µηδενικές

πιθανότητες γιά το σωµάτιο αυτό είναι h̵, −h̵, 2h̵ και −2h̵, οπότε

⟨L̂z⟩ = P1h̵ + P−1 (−h̵) + P22h̵ + P−2 (−2h̵) (vi)
Οι πιθανότητες P1 και P2 των ιδιοτιµών h̵ και 2h̵ ϐρέθηκαν στο προηγούµενο ερώτηµα ενώ µε τον ίδιο

ακριβώς τρόπο ϐρίσκουµε και τις πιθανότητες των ιδιοτιµών −h̵ και −2h̵
P−1 = 2

5
και P−2 = 1

10
Ετσι η (vi) γίνεται

⟨L̂z⟩ = 2

5
h̵ + 2

5
(−h̵) + 1

10
2h̵ + 1

10
(−2h̵) = 0

ii) Σύµφωνα µε την Πρόταση 9.8, οι Ym είναι ιδιοσυναρτήσεις και του τελεστή του τετραγώνου της

συνιστώσας z της στροφορµής, L2

z, για τις ιδιοτιµές m2h̵2 οπότε η (v) αποτελεί το ανάπτυγµα της κυµα-

τοσυνάρτησης του σωµατιδίου σε σειρά ιδιοσυναρτήσεων του L2

z. Στην (v) όµως εµφανίζονται µόνον οι
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Y1 και Y−1 που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή h̵2 του L2
z και οι Y2 και Y−2 που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή(2h̵)2 = 4h̵2. Εποµένως οι µόνες τιµές που προκύπτουν από µιά µέτρηση του τετραγώνου της συνιστώσας

z της στροφορµής γιά το σωµατίδιο αυτό είναι h̵2 και 4h̵2, οπότε

⟨L̂2

z⟩ = Pah̵
2 +Pβ4h̵

2

όπου Pa και Pβ οι πιθανότητες των ιδιοτιµών h̵2 και 4h̵2.

Λόγω της (v),
Pa =

∣√2π∣2 + ∣√2π∣2
∣√2π∣2 + ∣√2π∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 =

4

5

Pβ =
∣√ϕ

2
∣2 + ∣√ϕ

2
∣2

∣√2π∣2 + ∣√2π∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 + ∣√ϕ

2
∣2 =

1

5

οπότε ⟨L2

z⟩ = Pah̵
2 + Pβ4h̵

2 = 4

5
h̵2 + 1

5
4h̵2 = 8

5
h̵2.

΄Ασκηση 12.7 Η κυµατοσυνάρτησή ενός σωµατιδίου είναι

ψ(ϕ) = Acos2ϕ, 0 ≤ ϕ < 2π, A σταθερά

Για το σωµατίδιο αυτό να ϐρεθούν :

α) Η πιθανότητα µια µέτρηση της συνιστώσας z της στροφορµής να δώσει :

i) h̵, ii) 2h̵, iii) 3h̵ και iv) 0.
ϐ) Η µέση τιµή των µετρήσεων της συνιστώσας z της στροφορµής.

Λύση
Η κυµατοσυνάρτησή του σωµάτιου αυτού γράφεται ως

ψ(ϕ) = Acos2ϕ = A 1 + cos2ϕ
2

= A
2
(1 + 1

2
(ei2ϕ + e−i2ϕ)), (i)

οπότε µπορεί να εκφραστεί ως γραµικός συνδυασµός των ιδιοσυναρτήσεων Y0(ϕ), Y2(ϕ) και Y−2(ϕ) του

τελεστή L̂z.

Y2 = 1√
2π
e2iϕ ⇔ e2iϕ =√2π Y2

Y−2 = 1√
2π
e−2iϕ ⇔ e−2iϕ =√2π Y−2

Y0 = 1√
2π
⇔ 1 =√2π Y0

Ετσι η (i) γίνεται

ψ(ϕ) = A
2
{√2πY0 + 1

2
(√2πY2 +√2πY−2)} = A

2

√
2π (Y0 + 1

2
Y2 + 1

2
Y−2)

Στο ανάπτυγµα αυτό της ψ(ϕ) δεν εµφανίζονται οι Y1(ϕ) και Y3(ϕ) οπότε, σύµφωνα µε την Παρατήρηση

12.3, οι πιθανότητες των ιδιοτιµών h̵ και 3h̵ είναι µηδέν, ενώ οι πιθανότητες των ιδιοτιµών 0, 2h̵ είναι

P0 =
∣A
2

√
2π∣2 ∣1∣2

∣A
2

√
2π∣2 (∣1∣2 + ∣1

2
∣2 + ∣1

2
∣2) =

2

3

P2 =
∣1
2
∣2

∣A
2

√
2π∣2 ∣1

2
∣2 (∣1∣2 + ∣1

2
∣2 + ∣1

2
∣2) =

1

6
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ϐ) Οι µόνες δυνατές τιµές της συνιστώσας z της στροφορµής γιά το σωµάτιο αυτό είναι 0, 2h̵ και −2h̵
οπότε

P0 + P−2 +R2 = 1
και ⟨Lz⟩ = P00 + P22h̵ + P−2 (−2h̵) (ii)
Τις πιθανότητες P0 και P2 τις έχουµε ήδη ϐρει, οπότε

P−2 = 1 − P0 −R2 = 1

6

Εποµένως,

⟨Lz⟩ = 1

6
2h̵ + 1

6
(−2h̵) = 0

΄Ασκηση 12.8 Το διάνυσµα σπιν ενός ηλεκτρονίου είναι

X = A[ (1 − i)e−ia(1 + i)eia ] , Α, α πραγµατικές σταθερές.

(α) Να υπολογιστεί η αριθµητική τιµή της σταθεράς A.

(ϐ) Να ϐρεθούν οι µέσες τιµές των τελεστών σ̂x, σ̂y, σ̂z, σ̂2x, σ̂2y , σ̂2z για το ηλεκτρόνιο αυτό συναρτήσει

της σταθεράς a.

Λύση
(α) Το άθροισµα των τετραγώνων των µέτρων των δύο στοιχείων οποιουσδήποτε διανύσµατος σπιν είναι

µονάδα, οπότε

∣A[(1 − i)e−ia + (1 + i)eia]∣2 + ∣A[(1 + i)e−ia + (1 − i)eia]∣2 = 1
ή

A2 [∣(1 − i)e−ia + (1 + i)eia∣2 + ∣(1 + i)e−ia + (1 − i)eia∣2] = 1 (i)
Υπολογίζουµε το τετράγωνο του µέτρου του κάθε όρου

∣(1 − i)e−ia + (1 + i)eia∣2 = [(1 − i)e−ia + (1 + i)eia] [(1 − i)e−ia + (1 + i)eia]∗
= [(1 − i)e−ia + (1 + i)eia] [(1 + i)eia + (1 − i)e−ia]
= (1 − i)(1 + i) + (1 − i)2e−2ia + (1 + i)2e2ia + (1 + i)(1 − i)
= 2 − 2ie−2ia + 2ie2ia + 2
= 4 + 2i(e2ia − e−2ia)
= 4 + 2i2i sin 2a = 4 − 4 sin 2a

∣(1 + i)e−ia + (1 − i)eia∣2 = [(1 + i)e−ia + (1 − i)eia] [(1 − i)eia + (1 + i)e−ia]
= (1 + i)(1 − i) + (1 + i)2e−2ia + (1 − i)2e2ia + (1 − i)(1 + i)
= 4 + 2ie−2ia − 2ie2ia + 2 = 4 − 2i(e2ia − e−2ia) = 4 + 4 sin 2a

Αντικαθιστώντας τα αποτελέσµατα αυτά στην (i) παίρνουµε

A2(4 + 4) = 1 ή A = 1

2
√
2

(ϐ) ⟨σ̂x⟩ = ⟨X, σ̂xX⟩ =X+σ̂xX (ii)
Επειδή

σ̂xX = [ 0 1

1 0
] 1

2
√
2
[ (1 − i)e−ia + (1 + i)eia(1 + i)e−ia + (1 − i)eia ] = 1

4
√
2
[ (1 + i)e−ia + (1 − i)eia(1 − i)e−ia + (1 + i)eia ]

η (ii) γίνεται
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⟨σ̂x⟩ = 1

2
√
2
((1 + i)eia + (1 − i)e−ia (1 − i)eia

+ (1 + i)e−ia) 1

2
√
2
[ (1 − i)e−ia + (1 + i)eia(1 + i)e−ia + (1 − i)eia ]

= 1

8
{[(1 + i)eia + (1 − i)e−ia] [(1 + i)e−ia + (1 − i)eia]

+ [(1 − i)eia + (1 + i)e−ia] [(1 − i)e−ia + (1 + i)eia]}
= 1

8
{(1 + i)2 + (1 + i)(1 − i)e2ia + (1 − i)(1 + i)e−2ia + (1 − i)2

+ (1 − i)2 + +(1 − i)(1 + i)e2ia + (1 + i)(1 − i)e−2ia + (1 + i)2]
= 1

8
{4i − 4i + 4e2ia + 4e−2ia} = 1

2
(e2ia + e−2ia)

= 1

2
2cos 2a = cos 2a

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε την µέση τιµή της συνιστώσας y του σπιν

⟨σ̂y⟩ = ⟨X, σ̂yX⟩ =X+σ̂yX (iii)
Επειδή

σ̂yX = [ 0 −i
i 0

] 1

2
√
2
[ (1 − i)e−ia + (1 + i)eia(1 + i)e−ia + (1 − i)eia ] = 1

2
√
2
[ (1 − i)e−ia + (−1 − i)eia(1 + i)e−ia + (−1 + i)eia ]

η (iii) γίνεται

⟨σ̂y⟩ = 1

2
√
2
[(1 + i)eia + (1 − i)e−ia (1 − i)eia

+ (1 + i)e−ia] 1

2
√
2
[ (1 − i)e−ia − (1 + i)eia(1 + i)e−ia + (−1 + i)eia ]

= 1

8
{[(1 + i)eia + (1 − i)e−ia][(1 − i)e−ia − (1 + i)eia]

+ [(1 − i)eia + (1 + i)e−ia] [(1 − i)eia + (1 + i)e−ia]
[(1 + i)e−ia − (−1 + i)eia]}

= 1

8
{(1 + i)(1 − i) − (1 + i)2e2ia + (1 − i)2e−2ia − (1 + i)(1 − i)

+ (1 − i)(1 + i) + (1 − i)(−1 + i)e2ia + (1 + i)2e−2ia + (1 + i)(−1 + i)}
= 1

8
(2 − 2ie2ia − 2ie−2ia − 2 + 2 + 2ie2ia + 2ie−2ia − 2) = 0

Ισχύει

⟨σ̂z⟩ = ∣A(1 − i)e−ia∣2 − 1 = 2 ∣ 1

2
√
2
(1 − i)e−ia∣2 − 1 = 2 ∣ 1

2
√
2
2∣2 − 1 = 0.

Επειδή η µόνη ιδιοτιµή των τελεστών ⟨σ̂2x⟩, ⟨σ̂2y⟩, ⟨σ̂2z⟩ είναι 1 (ϐλ. Παράδειγµα 12.15), η µέση τιµή τους

σε οποιαδήποτε περίπτωση είναι ⟨σ̂2x⟩ = ⟨σ̂2y⟩ = ⟨σ̂2z⟩ = 1.

΄Ασκηση 12.9 Το σπιν ενός ηλεκτρονίου είναι παράλληλο µε τον ηµιάξονα +y. Ποιά η πιθανότητα

το σπιν να ϐρεθεί παράλληλο:

α) προς το ϑετικό ηµιάξονα +x,
ϐ) προς τον αρνητικό ηµιάξονα +z;

Λύση
Επειδή το σπιν είναι παράλληλο µε τον ηµιάξονα +y, το διάνυσµα σπιν του ηλεκτρονίου, Χ, είναι ιδιοδι-

άνυσµα του σ̂y γιά την ιδιοτιµή 1
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X ≡Xy+ = 1√
2
[ 1

i
]

α) `Ετσι, η πιθανότητα Px+ να ϐρεθεί το σπιν παράλληλο στον ηµιάξονα +x είναι

Px+ = ∣ ⟨X,Xx+⟩ ∣2, (i)
όπου Xx+ = 1√

2
[ 1−1 ]

το ιδιοδιάνυσµα του σ̂x που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1.

⟨X,Xx+⟩ =X+Xx+ = 1√
2
(1 − i) 1√

2
[ 1−1 ] = 1

2
(1 + i)

οπότε η (i) δίνει

Px+ = ∣⟨X,Xx+⟩∣2 = ∣1 + i∣2 = 1

2
∣(1 + i)∣2 = 1

ϐ) Η πιθανότητα Pz− να ϐρεθεί το σπιν ενός σωµατιδίου παράλληλο στον αρνητικό ηµιάξονα −z είναι ίση

µε το τετράγωνο του µέτρου του “κάτω στοιχείου” του διανύσµατος σπιν του, οπότε στην περίπτωση αυτή

Pz− = ∣i 1√
2
∣2 = 1

2

΄Ασκηση 12.10 Το σπιν ενός σωµατιδίου ϐρίσκεται στο επίπεδο xy παράλληλο στη διχοτόµο της

γωνίας xOy στη κατεύθυνση των ϑετικών x, y. Ποιά η πιθανότητα σε µιά µέτρηση το σπιν να ϐρεθεί

παράλληλο:

α) προς το ϑετικό ηµιαξονα +x
ϐ) προς τον αρνητικό ηµιάξονα −y;

Λύση
Το µοναδιαίο διάνυσµα n⃗ στην διεύθυνση της διχοτόµου της γωνίας ˆxOy προς τα ϑετικά x, y σχηµατίζει

γωνίες θ = π
2

, ϕ = π
4

µε τους άξονες x και z αντίστοιχα, οπότε

n⃗ = 1√
2
î + 1√

2
ĵ.

Επειδή το σπιν του σωµατιδίου είναι παράλληλο µε το n⃗, το διάνυσµα σπιν του, Χ, είναι ιδιοδιάνυσµα

του τελεστή σ̂n γιά την ιδιοτιµή 1, οπότε, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 12.11 για ϕ = π
4

και θ = π
2

,

X =Xn+ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1√
2

i
1√
2
ei

π

4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1√

2
[ 1

ei
π

4

]

Η πιθανότητα Px+ να ϐρεθεί το σπιν παράλληλο στον άξονα +x είναι

Px+ = ∣⟨X,Xx+⟩∣2 (i)
όπου Xx+ = 1√

2
[ 1−1 ]

το ιδιοδιάνυσµα του σ̂x για την ιδιοτιµή 1.

⟨X,Xx+⟩ =X∗Xx+ = 1√
2
[1 e−i

π

4 ] 1√
2
[ 1−1 ] = 1

2
(1 − e−iπ4 )

οπότε η (i) δίνει
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Rx+ = ∣1 − e−iπ4 ∣2 = 1

2
∣(1 − e−iπ4 )∣2

= 1

2
(1 − e−iπ4 ) (1 − eiπ4 ) = 1

2
(1 − e−iπ4 − eiπ4 + 1)

= 1

2
(2 − 2cos π

4
) = 1

2
(1 − 1√

2
)

ϐ) Η πιθανότητα να ϐρούµε το σπιν παράλληλο στον y−άξονα, είναι

Ry− = ∣⟨X,Xy−⟩∣2 (ii)
όπου Xy− = 1√

2
[ 1−i ]

το ιδιοδιάνυσµα του σ̂y που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −1.

⟨X,Xy−⟩ =X∗Xy− = 1√
2
[1 ei

π

4 ] 1√
2
[ 1−i ] = 1

2
(1 − ie−iπ4 )

οπότε από την (ii) προκύπτει

Ry− = ∣1
2
(1 − ie−iπ4 )∣2 = 1

4
∣(1 − ie−iπ4 )∣2

= 1

4
(1 − ie−iπ4 )(1 + eiπ4 ) = 1

4
(1 + eiπ4 − ie−iπ4 + 1)

= 1

4
(2 + i2i sin π

4
) = 1

4
(2 − 2 sin π

4
) = 1

2
(1 − 1√

2
)

΄Ασκηση 12.11 Η κυµατοσυνάρτηση ενός σωµατιδίου είναι

ψ = 2 sinϕ + cos 2ϕ − 2isin3ϕ
και ο τελεστής της ενέργειας (τελεστής Hamilton) του σωµατιδίου είναι

Ĥ = cL2

z.

Να ϐρεθούν οι δυνατές τιµές της ενέργειας του σωµατιδίου και οι αντίστοιχες πιθανότητες.

Λύση
Σύµφωνα µε την Πρόταση 9.8 και επειδή Ĥ = cL̂2

z, οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή L̂z,

Ym = 1√
2π
eimϕ, m ∈ Z

είναι ιδιοσυναρτήσεις και του τελεστή Ĥ για τις ιδιοτιµές

Em = c(mh̵)2 = cm2h̵2, m ∈ N
Για να ϐρούµε τις πιθανότητες των ιδιοτιµών αυτών γράφουµε την ψ ως γραµµικό συνδυασµό των Ym
εκφράζοντας κάθε όρο της συναρτήσει των Ym.

Λόγω της µορφής του, ο πρώτος όρος της ψ , sinϕ, µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των

ιδιοσυναρτήσεων

Y1 = 1√
2π
eiϕ, Y−1 = 1√

2π
e−iϕ

Αφαιρώντας τις σχέσεις αυτές κατά µέλη παίρνουµε

Y1 − Y−1 = 1√
2π
(eiϕ − e−iϕ) = 1√

2π
2i sinϕ

ή sinϕ =
√
2π

2i
(Y1 − Y−1) (i)
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`Οµοια, cos 2ϕ = Ae
2iϕ + e−2iϕ

2
=√2 π

2
(Y2 + Y−2) (ii)

και sin 3ϕ =
√
2π

2i
(Y3 − Y−3). (iii)

Λόγω των (i) − (iii), η κυµατοσυνάρτηση του σωµατιδίου γίνεται

ψ(ϕ) = 2

√
2π

2i
(Y1 − Y−1) +

√
2π

2
(Y2 + Y−2) − 2i

√
2π

2i
(Y3 − Y−3)

=
√
2π

i
Y1 −

√
2π

i
Y−1 +

√
2π

2
Y2 +

√
2π

2
Y−2 −√2πY3 +√2πY−3

Επειδή στο ανάπτυγµα αυτό της ψ(ϕ) εµφανίζονται µόνον οι ιδιοσυναρτήσεις

Ym(ϕ), m = ±1,±2,±3,

οι δυνατές τιµές της ενέργειας του σωµατίδιου είναι

E1 = c(±h̵)2 = ch̵2, E2 = c(±2h̵)2 = 4ch̵2 και E3 = c(±3h̵)2 = 9ch̵2.
Στην ιδιοτιµή E1 αντιστοιχούν οι γραµµικά ανεξάρτητες ιδιοσυναρτήσεις Y1 και Y−1, οπότε η πιθανότητα

της είναι (ϐλ. Παρατήρηση 12.3)

P1 =
∣√2π
i
∣2 + ∣−√2π

i
∣2

∣√2π
i
∣2 + ∣−√2π

i
∣2 + ∣√2π

2
∣2 + ∣√2π

2
∣2 + ∣−√2π∣2 + ∣√2π∣2

= 4

9

Στην ιδιοτιµή E2 αντιστοιχούν οι γραµµικά ανεξάρτητες ιδιοσυναρτήσεις Y2 και Y−2, οπότε η πιθανότητα

της είναι

P2 =
∣√2π

2
∣2 + ∣−√2π

2
∣2

∣√2π
i
∣2 + ∣−√2π

i
∣2 + ∣√2π

2
∣2 + ∣√2π

2
∣2 + ∣−√2π∣2 + ∣√2π∣2

= 1

9

Επειδή οι µόνες ιδιοτιµές µε µη µηδενικές πιθανότητες είναι οι E1, E2 και E3,

P1 + P2 +P3 = 1
ή P3 = 1 −P1 − P2 = 1 − 4

9
− 1

9
= 4

9

΄Ασκηση 12.12 Να ϐρεθούν οι δυνατές τιµές της ενέργειας ενός ηλεκτρονίου που ϐρίσκεται µέσα

σε µαγνητικό πεδίο B⃗ = B0ê2, οπότε ο τελεστής ενέργειας του είναι

Ĥ = cB0σ2 = cB0 [ 0 −i
i 0

] , c σταθερά

και οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις (ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα του Ĥ ).

Λύση
Οι δυνατές τιµές της ενέργειας του ηλεκτρονίου είναι οι ιδιοτιµές του τελεστή ενέργειας, οι οποίες είναι

ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης

∣H − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ −λ −icB0

icB0 −λ ∣ = 0
⇔ λ2 − (cB0)2 = 0
⇔ λ1 = cB0 ή λ2 = −cB0

Για λ1 = cB0, το σύστηµα
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∣(H − λ1I) [ z − 1 z2 ] = 0
δίνει −cB0z1 − icB0z2 = 0 και icB0z1 − cB0z2 = 0.

Οι εξισώσεις αυτές ισοδυναµούν µε την

z2 = iz1,
οπότε ο αντίστοιχος ιδιοχώρος είναι

V (cB0) = {(z1, iz1} = {z1(1, i), z1 ∈ C} = span(1, i).
`Οµοια προκύπτει ότι ο αντίστοιχος της ιδιοτιµής λ2 = −cB0 ιδιοχώρος είναι

V (−cB0) = {(z1,−iz1} = {z1(1,−i), z1 ∈ C} = span(1,−i).
12.9 Ασκήσεις

12.1 Οι τελεστές αναβίβασης και καταβίβασης σ̂+ και σ̂− ορίζονται ως

σ̂+ = σ̂x + iσ̂y και σ̂− = σ̂x − iσ̂y,

όπου σ̂x και σ̂y οι τελεστές Pauli των συνιστωσών του σπιν κατα τους άξονες x και y.

Αν οι πίνακες των σ̂+ και σ̂− είναι

σ̂+ = [ 0 1

0 0
] και σ̂− = [ 0 0

1 0
]

α) Να δειχθεί ότι

σ̂x = σ̂+ + σ̂−
2

, σ̂y = σ̂+ − σ̂−
2i

ϐ) Να ϐρεθούν οι πίνακες των τελεστών σ̂x και σ̂y και οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα τους.

12.2 α) Οι πίνακες των συνιστωσών του σπιν για ένα σωµατίδιο µε σπιν
3

2
είναι

Sx = 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Sy = 1

2i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
3 0 0−√3 0 2 0

0 −2 0
√
3

0 0 −√3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και Sz =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3

2
0 0 0

0
1

2
0 0

0 0 −1
2

0

0 0 0 −3
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Να δειχθεί ότι για τους τελεστές αναβίβασης και µεταβίβασης

S+ = 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
3 0 0

0 0 2 0

0 0 0
√
3

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και S− =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0√
3 0 0 0

0 2 0 0

0 0
√
3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ισχύει

S+Xλ1
= cXλ2

S−Xλ3
= cXλ4

όπου

λ2 = λ1 + 1 και λ4 = λ3 − 1
και c σταθερά η οποία να ϐρεθεί.


